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Technisch~r Bericht Nr. 26 

( ' 

Ueber ·die Be'stimmung_ von bieg'ekri tischen Drehzahlen und 
von Eigenfrequenzen transversal schwipgender Stäbe ' auf 

\·. digitalen ·R_§_chenautomaten _. 

Teil II: Ver_fahren, d_ie sich aus d_er Energiemethode 
herleiten lassen. 

Zusammenfassung: 

In diesem Beiicht wird iersucht, Verfähren zu finden, mit , 
denen man biegekritische Drehzahlen von Wellen in noch 
einfacherer Weise berechnen kann al~ ndch den im Bericht . 
Nr. 25 behandelten. Restwertverfahren. Es zeigt sich, dass 
für .. b es:timmt e Lagerfälle Vereinfachungen mit einigen aus 
der Energiemethode h~rzuleitenden Verfahr~n zu erzielen­
sind. Die allgemeine Anwendbarkeit, , wie sie bei den Rast­
wertverfahren bestehti geht hier jedoch ve~loren. Bei den 
in ·· Frage kommenden Verfahren wird anstelle der sonst üb­
lichen grapl:lischen Be~?timmung der Biegelinie eine nume- · 
rische Berechnung verwendet, die sich gut 'für digitale · 
Rechenautomaten eignet, weil sie eine -fortgesetzte Wie- · · . 
derholung von Matrizenmultiplikationen darstellt .. 
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1. ) ..,J,.,J .............. - ......... -·"-0 

Während im Bericht Nr .• 25·,von deri Restwertve·rfahren die Red:e·. 

war/ söll~ri hier ·ve~fahren ' betr~chtet werde~, d~e s~cb · au~ 

der ·Enerlfi.eni~~hode,· herleite~ lassen. E~ h~n~elt sich um d'a~ 
. ·verfahr~n von K \11 1 oder· das y-Verfahre'n von G r . a m m. e 1; 

. . . ' . . . 2 
das Iterationsverfahr~n von S t q d o 1 ai das y - Verfahren 

vonGram m e 1, das v·erf_ahren von ~ . Z. , e . - r k o witzund 

das Verfahren ·.von ·T·-.r a i.f:J .n · lc 1 e. . . . ,, -.. . • 
' I ~ , I , • • 

Bei alle~. di~s·~J Verfah~en sind elastis,che Linie;n unte~~ dtem ; . 
. ·Einfluss i. von·· Krliften oder M~me~teri · zu · b :est 'i~meri. Da~ 'g~;schie~t 
im allgemein~n ' hach dei graphischen ~~erfahren ~on M 6 'h ~. · ~ 
... . .· - . . . . ' r· " 
-Steht j ed6ch . ein digitaler Rechenautomat zur Verfügung, Y.l~r,d: 

·man ein geeigne'tes numerisches Verfahren bevorzugen • . 

2.') Numeris.che Berechnung der elastischen Linie 
~ ~ . : 

,,. ; i 

Man geht :.Von einem aus mehreren ' prismatischen Wellenstücken . 

(Inte;~allen) best.ehenden Ersa~zsystem ·aus. Die über' j ede~· 
Int~rvall infolg~ Eigengewicht oder Fliehkraft vorhandene · 

. I 

·kontinuierliche Kräftever'telilung wird in Einzelkräf~e P an 
. · ·:·' ' . I 

den Interv~llg'renzen umgerechnet, damit man E;pät er ·eine sonst . 

erfor'derliche Int~gration üher die einzelnen Wellenstücke 

durch eine Summierung über .die Intervallgrenzen ersetzen kann. 

Die Angriffspunkte der eventuell vorhandenen Kreiselmom.ente . · 
•• . ! • ) • ~- ) _: ,.. • : - • . . . • • : - J - •• • -. : • ; • • '" : • •• 

MK sind ebenfalls an· die Intervallgrenzen· zu legen~· · 

Im allgemeinen Fall greifen also an. jeder .Intervallgrenze: 
I ' , . . . 

eine Kr~ft P · und ein Kreis.elmoment 1~K an. _Die posi ~i·~l'en Rich-
tungen der Kräfte und Momente· werden wie folgt f~s~gelegt. · 

.. _ 

Y. .,-c· -~ - . ·.- -_ .. -l.J .. _, ---- . .· 
'. - - . .s . .. - . - : ..:, '1\tr 

M . · . - 1·· ·' .\'. .· 3- ~· . ~IJ. 
Q . / 

.__ _ _.,... ___ ...,._X' \ 

•· 

.. ' .~ ... 

\ ' 
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Am linken· Intervallende zählen nach -oben gerichtete K~äfte Ulld 
rechts . herunL d~ehend~ ·Momente positiv. 

, . - , • . , ..: I , _' - : , ' ( ~- . , • • . ~- • • ·' - ~ 

Ich betrachte} nun :eine .. Welle,< die aus mehreren· p·risniati~chen , . 

. Stüc.ken versc,hiedener . ·Länge und verscÜi"E~denen Durchm~sse;·s ,zu-, . ,' . ' . 

saJ;nmengesetzt ist .• 
J .. · 

. i-1 

• I ··/'. ,. . 1 
1 .:: 2 4MKi _: .1 i -11_. Ml'i_ Ki 

~K1 \ t· · ·~· ~- ~~~~-i~~l 
. . _P{ : 

p2 
Pi 

Pn+1 

,· ta.X •' 
; ~ ' 

·, · x. z,ähl t _stets vom Int _ervallanfang. 
~ ' ·. .. . 

/ , 

Da. keine Streckenlast vorhand.en sein · soll, gilt f:ür jedes be..;. 

liebige I~terv~ll i 

. qi (xi_) = 0 0 < < 1 ·' = x . . = .•. . ' . 1 J.; 

Daraus erhält :ma n mit 
' : ' 

M ( ' ) .:· J . . 11( ) 1''~ · x. = E. . . y. x. 
1 1 1 :1 1 · ~ . 

Qi (xi) . = ':Ei·: Ji Y i!., (xi.) 

_durch ,Int egrqti_on di~ Bezi~hUJ:lgen für Qu.erltraft, · Moment, 

.. Neigung und Durchbiegung: 
-· . . -: ~.. .. . 

. , j 

· ' 

Q • . (x.) = J. .··.J.; . 

M. (x .) = 
1 . J.; 

Ai 

A.x. + B. 
1 1 J.; 

1 .{ X~ , .J , ·. 
y! (x.) = E J A. · 2 :L + B;x. + C. 1 J.; • • J.; , , J.; J.; 1 

J.; J.; . . 

.·.:·
1 
.. · .{· ... x?. · .. . x~} . · .. . · ;\ 

y. ( x. ) .. = ~ J . . A. ---
6

:L + B ~ ·· 2· :L ~ + : C. : ·x :· 
1 J.; i · I • • ' \ · . 1 J.; . • · . J.; ' J.; 

. J.; J.; . . . . 

I 

. . , 

' .· .. --._ . 

+n· .. . J.; 

... 

A.,· B., c. und D. sind. Integrationskonstanteri{ die aus den· · 
. J.; J.; J.; J.; . . .,. • . 

; ·' 

:;· 

. : - ..... (; .•;.\.,, .. :· .... : - ., 

Randbedingungen am Anfang des i-ten Wellenstückes zu bestimmen 

sind. / 

·•. 

._·, 
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Q.(O) = A : 
- ~ ~ 

.\ 

M.(O) = B: :· 
. ~ - . ~ '· . . . 

y!· (Ö) = c. 
~ ~ 

·:.y : (0) :::: D. · 
~ . ~ 

\ 

Hiermit - l~sst sich das· Gleichungssystem in der folgenden Form 

schreiben: 

Q.(x:) ··~ - Q.(d)· 
1 1 . ~ . 

_,c -., 

Mi (xj) = Qi(O)xi +Mi(O) 

' ' 

. 2 

y~ (x.) = E 1-J :, _ {Q_. (o) 2xi ~ - M. (O)x.} -- ~ - y! (0) 
.... ~ . -' ' -' . ·~ ~ -~ ~ ... ... 3 . . . 2 

. . . . } . I X . ' X . 1- \ . .. . . . 
yi(xi) = E.· ·J. {Qi(O) r + Mi(OY 2

1 + Yj_(O)xi .·+ yi(O) 
', ,: .'· 3.; ~ :- ' . t 

Für das. Int.ervaJ..iende .lauten diese 'Glelchungen 
. . 

. \ : '. ·. ;· 
Qi ( 1 i ) = Qi ( 0 ) ' . 

(1) , · 

t ! ·. " ; 

. Mi (li) = Qi (:p )li ·~ Mi ( 0) 
· . . : : . . 2 . 

= ~ 1 ; · · {Q .( o) -2
1

i ~ r~L ( o) 1.} + y! ( o) 
. . ~ ~ 1 ~ 
~ . ~ - 3. . 2 . 

=' - 1. {Qi(Ü) ~ ~ Mi (0) ~i}. ~. yJ:(O)li ~ 

' 
y! (1.) 

1 r ~ 

' . 

y.(l.) 
- ~ ~ 

y ·. (0) 
~ ., ' 

: ., 
Beim Uebergang von einem In~ervall zum/ ~nderen erhält man 

folgende _Uebergangsbedingungen: 
\ ­

·. \ 
.• ' . Q.~ 1 (o) = Q. (1. j + P.~ 1 , 

. ~ . ' ~ . ~ . . ·- ~ . 

M .. +··
1 

( 0 ) ::: M. ( 1. ) 
. ~ . ' ' . ~ 1 - + MK i~1 · 

y!+'1(0) = y!(l. ') · 
' ~ ~ . _1 

yi~1(0) ' ~ yi(li) 

I 

setzt man diese Beziehungen in das obige l}leichungssystem·.ein, 
I . . -~ . . ' . . - . ' . ; . I • • 

so ergeben sich Rekursionsformeln, nii t . dE:men man· aus den ~ Zu- . 
standsgrö.ssen - ~~ - -Anfang. des einEm. :nte~'yal:ls die Zustandsgrö·s-

sen am Anfang d~·s ·_folg,enden Inte~v~lis be~e.Öriri-eri ' kann. . 
. ·' . ~ - . .,... . ·:· ' '. . . ~--- -, ' 

• ' ,_ .. i 
' .• . f ' 

' ' 

) 

'i 

•. 

,, 

\ ' 
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• . . I • 

Qi+1 (o) · = Qi(o) + Pi+1 
.~· 

. . ... 

Mi~1 (O) = Qi,(O)li + Mi.(O) + MK .i -+1 : ·" '. ·'· ; 
' .· ' ' . . 12 . ::,: ·,, ·' : '. ·.": 

Y ' · ( o ) 1 ··{ Q · ( o) · i - + · M ·co) 1 ·} · + · i . +1 = E J . . . -2- . ·. . ., . ·· ·Y·· 
~ . • • - ~ ].; • ' J:. · - - ~ 

~ ~ -· ' ·' ' ' ' ... · ·. 1~ - : . 1~1. 
Y i ~ 1 ( 0 )' . ~ · E . 1 

J . . {Qi· ( O) 6 ~ + Mi ( O} 2 ~ + Yj_ 
' ~ ~ ' ' . 

, . 
-, : 

(0) 

( cn·l.-+' y :.c o ) # 

~ . ~ -

; 

Ich schreibe dieses Gleichungssystem .nun noch i .n Matrizenform 
und ;füge, ·~ eine quadratische Matrix zu erhalten,, als !fünfte 

Gleichung die Identit'ät 1 = 1 hinzu. 
, . \ 2 ' 3 '' • :· ) ' 1 . ' ,· 
'· . ' 1 ' . 1 1 · 

1 1 ~ ' ' 1 
i · E. J ... ~· E. J.·b · 

1 1 ~ . 1 2 
1 ' 1 1 i 

l · .. ' E J ·1. I ,' E J ·-2 . . . ~ . . 

"/ 

0 
' 

I , 

0 .. 0 y.' ... 
1 · ·1 · ( ' 1 ~ ' (2) . 

0 0 ' 1 li ·M · . K i+11·1 ·M 
.. i, -• ' I : . . 

0 o. 0 1 pi+1 
f t ,· , . 

0 . o 0 0 1' 

-· ... . · . ..... .. . . . ' '' ,· ,· , 

oder abgekürzt 
: ,1 · 

} 1~1 =.ai · .} i _.. . -~ 

' ' ., . ' ' . 

Der Zustandsvektor an der Stelle i+1:, }r~ 1 , ergibt _.sich · .. 

durch Multiplikation des ZuE;tandsve~tors .at?- der Stelle i, }i, 
· mit der Uebertragungsmatrix Oli ; Die Glieder der Uebertra-· 

gungsmatrix sind aus den D_fl:ten der· e;inzelnenintervalle zti 
/ 

errechnen. · 
•. ! 

Zwei - Elemente des Zustandsvekt ors. · .} 1 e;häl t . · m~n ~us ·. den 

Randbedingungen am Wellena:nfang-, .die übrigen a;ts Unbekannte 
in d~r: · Rechm.inß ·, · 1;:Ls ·.man ~ie a~s d~n .R~;.d~ed.ingung~n b'e~ . . . 
stim~en kan~, die ma~ an einer Lager~teile . ·ad:er ·am weile·n.:.. -·· . 

'"\._.-· ·· -~ -~-- - :_ .. ; .·· . .-··· - ~ :.; .. -~- - - · ' _·· :- -~, ' •. _,·_. · .. , _ .. _ .. ... >. '·(_ :-_ <·-,·. ,< · · 
' ende· erhält, In einigen Fällen lässt sich durch vorherige 
Berechnung der . A.uflag~;k~blft .e >c1i.~ Zahl. der · unb~l{.anriten . h~~:_' .. 
absetzen. 

' 

.. , 

' 
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3 .. ) ·n[us Ve:rfahren vön K u 1 1 oder :d~s y-Verfahre·n von 

\ l 

. : . 
· G r 

-' · ;,· . · 

Das Verfahren vo~ K u 1 1, ~as auch ~ls y~Verfahren von 
G r a m m.e 1 bezeichnet wird, ist eines der einfachsten 

. . . •. I . . . . ' 

Verfahren zur angenäherten Berechnung der ersten biege-
.. - . ' \ :. ., . : ' :· ' 

. kritischen Drehzahl zweifach gelagerter Wellenohne und 
. mit B~rÜcksichtigml.g der Kr.eiselw:Lrkung. Es .benutzt · die 

. ' .... -.. .. · . . . 

statische Biegelinie der Welle unter ihrem in Einzelkräfte 
' 

an den ' Intervallg~enzen umgerechneten Eigengewicht. 

Es soll zunächst eine zweifach endgelagerte Welle betrach­
tet' ! ~~erden~ · Die Einzelkraft an der St'elle i bestimmt man 
aus· der Bezi'ehung 

, . 
·. 7t ( . 2 .. . • ,, 2 ) 

P . = · 8 d ' ·· 1 1. 1 , Y· · 1. + d · . 1 · .Y ·· • 1 . . 1- 1- . 1- 1 1 ~ 
{3) . 

y 
4l 

,,·1 

p2 

~----~------------~X 

\ 

i 

i-1 i 

P. 1· l'"i 1-

d., 1 . . und y. sind Durchmesser, · Länge 
:t J. · . 1 i • ; 

wicht des i-ten Wellenabschnittes. Die 
~e;A werden nicht b~nötigt, ~ da .sie zur 
bei tragen. · 

. . n+1 
n 

·. ·n 

n 

und spezi-fisches Ge- · 
' • . ', I ' 

Kräfte über den ~a-
Durchbiegung nich.t · 

Vom Zustandsvektor } 1 sind Auslenkung und Moment durch' die 
Randbedingungen am Anfang der Welle 'festgelegt: 

' . . . ' . ~ . 

y1 = 0 

' :M1 = 0 

·' 

Neigung und Querkraft sind unbekannt. Di"e · Querkraft ·kann 

man jed.oc~ · durch di~ : Berechnung · der ; Auflagerkraft am ·wel:. : ' 
·lenanfang, Pl; ·bestimmen,- denn für das _erste Intervall.· 
. gilt. ·. . '. :~ ::·•",: ... .;··.; . . • . ·· I t' · . ·: .':"~ .; 

Q1 = p1 • 

\ 
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Das erweist : sich : _iw;; ,J~ter:.e~se \d·er. R.echenze~1: : .~1s> zwE:)ckfuässig', 
da man dann die. G·;ö·~ .~··~ · f 1 ai'~ ~ einz~·ge Unb~k~~rite: ·1~ .. der R~ch~ 
nung hat! · · 

Di.e Auflagerkraft , '~m .. Tfellenanfang ergibt sich ' zu 

' 

.. 

, ·, • . r 
• . l 

n . ·z:· .· ~P >(l ·. + ln ·1- + :·. ~ - + i ·:) . . . :J . n . - : . . . J . 

P 
- ·. j ·=2 .' ::. '; ~ ·, ·•·' · ' J . 

1 - -

·L·n . 
.... · .,. . 1. < ,. : . . . J 

. j=1 . . . 

.I .. (4) 

! 

Nuri folgt .die Berechnung der. elastischen Linie . nach . GleichUng . . 

(2). Die Kreise;tmoment~ IliK. sind dab~i gleich Null ·zu setzen, 
da die Biegelin'ie unter ·dem a11'einigen . Einfluss des ·Eigenge-:-., 

' . 
wichtes bestimmt wird. 

\ \ 
Die .Unbekannte Y1 ermit~elt man nach Durchrechnung der Welle: 
aus einer der am Wellenende vorhandenen Randbedingungen. Damit . 

ist de:r.~ .Zustandsvektor . Ji fÜr j e_de Intervallgrenze be,~~nl?-:t • ·· 
Einen · Nilll'erU~g·s~;;e·r·t fü; ' d:ie ers.te kri t·i~ch~·· · Freq~e~~ · - ~r~äi't ···. 

'·:·· ·.· _~ ... .. ~-- :· .• ··· ··· ·: ·· ··· - ···. ..1 . . ·.. • . ' ' ·· ·· : '\ ·./'· 

man ohn.e Kre:i;selwitkü.ng aus der Beziehurig . ~- ,., .. : . , 
f -~ -

n+1 
I L, · pj_ Yj 

j=1 w = I I g . n+1 2 
II E ' pj Yj . . . - . .. .. ' 

1/ j=1 
r. 

und mit Berücksi'chtigu:ng der Kreis.€üwirkung zu 

w = g 

n+1 

. P. y. L ·• , 
. . . .· J : J. 

=1 
n+1 . n+1 · .• 

'Y"' P. y.2 - ~ 
.~ . J" J . . L__, . 1 . . . 1 J= . , .. ·. ·· .• . :J = 

• ,. · · ' ' I 

I 2 
Bj Yj (qj - 1·) 

'(5) 

.. 

r 

.. , 
• . 

(6) 

Darin' ü3f':.'g di.e ''Erdbeschleuni·gting' und q . der Verhältniswert 

' 

. · · .. ,' · : . . . > '" . · . . . . . .... J ' '. : 
des axia~eri ''l,f!lssenträgheitsmomentes Aj zum äquato~ialen Mas- · 
senträgheitsmonient ·B. der Scheibe, deren Kreiselmomentander 

- J ~ ] ' 

I . 

I 

i 
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.· Stelle j wirksam ,) .. st, .Der nach :Gleichu:ng . . :(5 ) .{.oder, Gleichung ·. 

· ( 6) errech~cte, Wert bilßet eine obere/ Sp,p_rC3.,P,:~~ . fV-r' . die. ex-
akte ,,FreqU:en~; .: ·. ; i.~- -~ -1 ;.. .. .. '· '. ' . ~ ~ 

Wenn keine allzu grosse Gena~igl~ei t . erforderlich · .ist, ·kann 

·das Kull'·sche bzw,:,Grammel'sche Verfahren auch bei über­

hängendEm We].len ' v~rwendet werden. Die. Krtifte Pi berechnet 
man w:i_eder nach G;Leichun'g . (3). Dabei ist jedoch zu. beach- · 

. ' 

ten, dass ,nach d~m Ueberschreiten einer Lagerstelle -die 

Kraf:trichtung. umzudrehen ist • . 

Es empfiehlt sich auch hier, · die Lagerkräfte· zu b .;stimmen. 

Man··kann· dann über eine Lagerstelle hinwegrechnen \vi'e über 

eine ge\vöh~liche Intervallgrenze. Auss~rdem ist bei der 

einseitig überhä:ngenden Welle wieder nur y 1 als. einzige 
Unbekannt~ in der Rechnung, wenn man mit dieser am aufge;_ 

lagerten 1Vellendende beginnt. Den Wert von .Y1 erhält man· ·· ·•· 

aus . einer, der Randb edingungen an der .. zwe'i t-en .Lagerst~lle · · 

oder am. Wellenende. · 

Bei b'eidseitig· übe:diängende:n Wellen 'sind vom Zustandsvek;... · 

.. tor ' d 1. nur Ivloment tin.d 'Querkraft bekannt •. Beide sind : N'Ull. 

y 1 und Y1 bleiben als Unbekannte in d,er . Rechnung, pis man ' 
sie· aus den Randbedingungen an' dem Lagerstellen oder am 

· Wellenende bestimmen kann: Im Interesse eines ununterbro­

chenen Rechenganges wird man dies. erst nach Durchrechnung· 

der Welle bis -zum Ende tun. 

Die kritische Frequenz ergibt sich wieder aus Gleichung 

(5) of er Gleichung (6). . _ _ . . , . . 
. . .. . .. ' . ',' 

_ ... . 

' I 

~~~. 

4.) Das Iterationsverfahren von S t o · d o 1 -a . .. ;·. ;, . . · ... ';.; ... '' ! ;, i .. 

Es handelt sich hier um ein I~erationsverfahren; ! ~~s ~~~ : 
. stattet, ' sowohl die - erste biegek.ri tische Freque:rz af~· -

auch . ~~e . da·z~g_ehörige Au~le~kungsform ·zweifach , gel,~gerter 
Wel.len <;>bne ~nd mit Berücksichti?ung de}'. , t\reis~~w~r~ung 
beiieb~_g· g~mau' anzunähern. Seine Konyergen~ ,' . -i~.~ · so' gut,· · 
dass man häufig ohne Iteration auskommt: Dann -ist' der ,. 

• • 1 \' } - · • 

Rechenaufwand kaum . grösssr als .beim Verfahren von' I(u' 1 1. 
. ' 

'/ 
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Leider -besteht für Wellen mitüberhängenden Enden nach 

H o 1 b .a · "Berechnungsverfahren· zur Bestimmung_, der · kritischen . 
• • • ~ • -- • J 

- ·.J . ' ' . . . ' .. - . ' . . -- .. . ' . 

Drehzahlen ·von geraden Wellen", nicht in all€m Fällen· Koriver-
genz. , ·. 

Beim Verfahren von S t o d o 1, a wird die elastische Linie . . " : ' . . 

nicht 'Unter dem Einfluss' des Eigengewichtes, sondern unter 

dem -Einfluss e:ine·r Fii~hkraftbE.üastung berechnet. ·Für die 
. I . 

\ ' .. . ' ' ,· ; . . ·. . . ' ' . 

erste · Durchrechnung nimmt- man eine mit den Randbedingungen 

des s'ystems verträgliche Biegelini'e yi an, die der zu erwa:r:_- · 

tenden wirklichen Auslenkungsform möglichst gut entsp~icht. 

Die DurchbiegU!lg~n 'und b€d Berücksichtigung der Kreiselwir­

kung auch die Neigungen an den Intervallgrenz_en,' :yi . i .und 
I ' . ' Yr, i ,' werden. zahl.enmässig festgelegt. Bei den Iterationen 

sind sie aus der .· j ev1eils ' vorangegangenen Durchrechnung be­

kannt. 
\ . 

Es .soll. hier die Berechnung' d,es p...:ten Häherungsv/ertes für di'e 

.kritischeFrequenz be~rachtet werden. 1 Die ei:q.zelnenGrö~sen 
werden durch den. Index P gekennzeichnt~it. Für die Biegelinie 

. . . . . I 

: Yp hat die Fliehkraftbelegung bei , einer Hilfsfrequenz 

'1 
w = ·1 'SeC 0 

2 . . . Grösse 1td . Yp • d~e q = ~ 4 
... 

Darinist ~die spezifische :r.Iasse der Welle und d .der Welien­

durchmesser, Di~ . Dimension vo~ q ist kg/cm, da für 'w
0

2 der · 
. ·, . -2 . . ' . . 

· dimensionsbehaftete Zahlenwert 1 sec · · · eingesetzt ist. . . 
\ :· .- -. . ' . . ' . . ·' ~ .... •. .. • . 

. Die Fliehkraftbelegung. musq in Einzelkräfte an den Intervall-
• • . ! . . 

grenzen umgerechnet werden, · Zur, Vereinfachung dieser. Rechnung 

nimmt man dem Verlauf der Biegelinie innerhalb eiP,es I~ter­
valls geradl~nig .an, so dass. man _:üher jedem Intervall . eine 

. . . . . . \ . . . . . 

trapezförmige Fliehkraftbelastung erhält. Die an der Stelle i 
~ . . . ·, " ' . 

wirkende Einzelkraft setzt sich aus Anteilen der Intervalle 
• • ! • " ' 

i-1 -und i . zusammen·.;. 

I 

\ 

., __ 



. 

• ' j ' 

! ' 

··. · ·-· 

- g-

·. 

-...,..- Yp~f 

· .. ' 

; ... 
' r 

Jr'd. 2 

~i ~. ~P -,i+1 

ud·~ . 2 
0. ,, ~-1 
) ~-1 4 .. 

1 i=1·­

i...:1 li-1 

'-I -- i_;_;_;_ - ·-~-~ 

i li i+1 

' . . 1t { ' ' ·.2 . . . 2. . ·· . 
. Pp. '· -.=: 8 Q .. 1 d. 1 1. 1 Yp . 1 + o . d. 1 :. Yp . + ,l . .. . ) 1- . 2- ~- ,~- )2.~ ~ · ~~ 

' ·• 

2 ' . 2 . . 1 2 . il 
. . · . . 3 ~ i.~~1 di-1 _1i-1 (yp, i -Yp ~ i-1 )+ 3 ~ i di 1 i (yp, i+1~Yp, i )j . 

· . ' ·.·.{· ' · . . . . . · . . ' ' . .: . ' ~ 
"·1t . ·. . .2 . ··. 1 2 . . 2 . 2 . .. 1 ·. . '· . ' 

, pp·. ·=.8 · .·. 0 . . :··1d. 1 1 · .1(3· Yp. ·1+3 Yp . . )+Q.d. 1.(3 ··yp: . .. ,+-3 ·yp··· · .+1) ' 
'~-- .· . ) ~- . l- l- . . '~- 'l ) l l l .· . 'l ' . 'J.. . . ' 

l I , O : 0 , 0 o· ' 
0 

0 ' 0 ' ., , ' ~ ·· 
0 

'• - ~- ( , ' - : - • ' / : 0 

0 

• 

) 
'.· .. ·:·:. ' (·7·) .. . . - .. 
' . 

Die Kräfte über den Lagern brauchen nicht berechnet- ·zu werden, 

denp. · sie tragen zur Dlir,chbiegu~g nicht bei. 
. . :.. . . . . . \ ' 

Da sich der' ·weitere Rechengang bei. Berücksicht:lgung der ··K:tE?i-

selwirkung von dem oh~e Kreiselwirkung unterscheidet, .soll 

·diese ~rst einmal vernachlässigt werden. 

· Wie schon beim Verfahren von K u -1 1 beschri-eb-en.., .berech~et . . ~· 
' man .mit Hilfe ; der Gleich~ng (2) eine neue elastis'ch~ Ll:nie . 

; I • ' ·- . ·. ' , ., ' . ' ' . ·. : . '. : .: , . . ' : ~ ~ _: 

Yp+1 · • . Die P-~~ Näherung für die kritische Freq'uepz . ~:!;_'gibt 

sich dann nach S t ·o d o 1 a aus ~e~ Be~iehhng · · 

' Y 
Yp · h . 

Wp =. . ·yP+,t, h 
(8) 

i ' 

Die richtige Dimension der rechten Seite dieser Gleichung: <· 

kommt dur.ch:. die . schon .zahlenmässig . eingesetzte Hil;(sfrequenz 

w
0 

= 1 - ~ec- 1 :>~u~~an~~· DiP- ' Stelle h i8t etwa ~~ - d _,e; .· Mi~te. de~ 
Welle zu wählen, · wo . die grösste Durchbiegung auftritt. . · 
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I . . . . y · 
Wei·chen, die einzelnen Verhältni sv1ert e P' i- . stark von.ein~ 
and~r ab:, ~i-~1: - · ··eine: .. wie~e~holung der ' Re~h~~n~ . · angeb.racht ~ 
wobei d.i:e B:iege~~~ie Yp~;: .. d.$in Ausga~g : bildet. Mit ihr wer-

. , : - · , , • l t, -, \ I 

den d"ie· ~neU:en Fliehkräfte P-b . .f::1· . .. berechnet, die wiederum 
. : ,· : '.· ' ' ' . ..,i ' '~- · .. . ' . 

die Bi.egel·ipie · Yp+2 zur F,9J..g:e. hab€ri.~ . :. 
" I, ·.· -- .' . •• ~ , • : ~- ' -- . , - ' .. , ' , ~; ~ ~ .. ··'': ~ ' . . - . , \ 

Nun- soll di.e Kreiselwirk.Uri~(:berücksic.htigt we.rden. Auch 
' l t ' • • ' ' · - •• : · - •• • . : . , • • • . 

dann getten Gleic~ung · (ifu:q.d Glei-'chung ,($); .jedoch ist 

die elastische Linie unt'er ·dem EinflUss sowohl der Flieh-• . . t . . • . . 

kräfte Pp . als au~h der; Kreiselmo~~nte MK: P ·. zu best':Lm.:.. 
: ,1. ' ,1. . • 

men. Di·e ·Kre·iselmomente .. ;vrerden wie · die Fliehkräfte mit 
der Hil'f~f~equc·nz . . : : · ' -·· · -· : ·, · I · · ·· ~- :'.' · . . 

J ' • •.• - .-. _· . - · -· · ·. : • • • • • • 

l . 1 
· w0 = 1 'S'e"C 

berechnet. Man erhält sie aus der Gleichung 

MK.· p· · . ' = . (q : - 1LB.yp' ·· ; • ::... (9) 
' 1. 1. - J. ., J. 

B'ei der. - ·Berechnu~g der Lagerkräfte müssen nun auch. die von 

:· .. deh Kr~isel~omenten hervo;gerufenen Reaktionen b~rUcks_ich­
·tigt .' werde~~ Di-e Lagerkraft ~m · Anfang ein~r zw~~f~ch ei:J.d~ · 
~~lage:rten Welle, PP, 1 , .berechn~t ~ich jet~t. ~.B:. aus ' der 

Gleichung 

. . . . ~ n+1 .. 
! 

,J .n n . . J • . .. _ , . 
~ . . 

I ; · : • .. · .. ·. · · . ' L·Pp. ,.. (1 ~ 1 ~1+ ... ·~ 1. )~z=· MK -,.p. ·.·j·· ' 

. p. - . . '=2 j=1 ' (1 0) 
· .P; 1 . . - ,- n · 

Llj 
/ 

j=1 ... 

·Die · Bestimmu~~ .der s'last:ischen Linie. ·geht · vor , si.cn:' w.i~ ·- . 
' I ' . 

schon.~ beschrieben, nur dass .in dep Uebertragungsmat:rizen 

cier Gleichun'g · (2) _die MK P, ~ urigleich Nu~;t sinq·; . ·~ , . . ' 

Der P-te Näherungsvlert. fü.r ·die kritische Frequenz ergibt 

sich auch hi~r . aus .. Gleichung. : (8). · 
, . . 

1- '.,; • 

. · .·Verfa.hren ··von G r . a . .!!!.: in~ · ., 
; • 

Das y2 - Verfahr~n vonGram m e l ·ist ~{n~ ~ weit~r~nt~ 
. . : . ,. - ' .. · . ' . · .. ·· . ··.. -.·._·· . · . . 

'wipkiung de·s Ve.rfah,re_ns ·von s t o ,d .,o _l a, .. se,i ., . d~~ . die 

' 
\ 

\ 
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. Abhängigkeit .·d-es Ergebnisses von. der Wahl der stelle h durch 
. • . . I . . . . ·-

. eine Mittelwertbildung beseitigt ist~, Danach ·'ergibt sich die 
P-te Näherung 'für die erste .. kri·t.is~he Freque:d~ '21u ' 

n+1 

L 2 m. y . - l j=l J P,, J 
Wp - i n+1 

I V m. Yp · vp ·1 · ' , L.. J . ,J ." + ,J 

I j =1 

• ( 11 ) 

Da jedoch ·die Ausdrücke ·m .. Yp . genau wie die nach ·Gleichung 
( 

.·. J . . 'J . 
7) zu berechnenden Pp _.·die. Fliehkräfte bei der Hilfsfre-

qu~nz ·w
0 

= 1 ·sec-1 dar~~ellen, führe ich diese Fliehkräfte in 
Gleichung :.(11 ). ein: 

w . -p 

I • 

; 

·- ·._. ,· 

rr; -~ Pp, j Yp-, j 
:1 

II ?+i: PP,j .Yp~1 ,j 
~ j =1 

( 12) 

Das y2.- Verf~hten lässt sich auch auf mehrfach gelag'er.ie Wel..:. 

len anwenden. Die Berechnung der elastischen Linie wird dabei 
. ' . . I . . .. '· 

aber ziemlich umfangreich. Da es 'sich um· ein statisch· 1lnbe·.:. " 

stimmtes ·sy.stem handelt, kann man die Auflagerkräfte nicht 

vorh~r· ermitteln und muss lie-shalb den Rechengang an jeder La­

gerstelle unterbrechen. 

·vom Zustandsvektor J-1 sind nur zwei Elemente aus· den Randbe­

dingungen am Wellenanfang zu bestimmen. Die beiden anderen. ., ,. 
I· . .· . . . 

bleiben als Unbekannte iri der 'Rechnung.·. Eine· dav~n lässt sicll ;t '· .. 
an d_e·r·-·näb:hst:en Lß.g.erst:elle aus der Bedingung, dass. dort .di.e .. . . . . . / ' . .. : . 
Durchbiegung gleich Null sein muss, ausrechnen.· Man bekommt .· 

. . . -. . ' - . .. I ' ., . • 

jedoch gleichzeitig mit der Lagerk~aft eine neue Unbeka~nte 

in die Rechnung, die sich-. an der nächsten, Lagerstelle bestim-. . ' ' ' . '' . . 
men lässt. Jedoch auch die hier auftretende ~eue Lagerkraft 

ist unbekannt. Erst am Ende der Welle stehen zwei Randbedin­

gungen zur Verfügung, aus denen man beide. Unbekannten:bestim-

men kann. 

Der_P-te Näherungswert für die kritische Frequenz ergibt sich 

wieder aus. Gleichung (12). 



' - .12. -

Die Be:r:_ücksi~h~i,_g'+n:g .ßer Krej .. selw~rkung ist -~- ~im y
2_ - .Ve:r:fah-:­

ren recht. kompiiziert .', ;,.<ienn mal}. mu.ss Durchbi~g~ng und Neigung 
'

0 
': • 

0
• , j ' • ' : , . , o ~ < , , ; ' 1 O , _ j• .. , \ : , I , 

0 
' • , • , - \ _ , ' I 

0 

der Welle sowohl · infRlge , der Fliehkräfte als auc}l unabh.ängig 
, . ~ ••• : '>· • ._.- - • ~ • • • • • • 

· da vcm .inf o lg e , der Kr~ i l:relm:'ölneJ1t e ·_ b e s.t ~mm.en ~ 

Bei der Berechnung ~des P-ten NäherungsWertes für die kri ti- · 

sehe . Fr~qU:enz . geh.~ · mal.l vo.n .a:en aus ci 'e·~ · ·y~rangegangenen . ·Dur,ch• 

_ rechnung bekannten -_Biegelinien Yp un~: 1p· . aus· . .. Yp ~st unter 

. dem alleinigen -Einfluss _der Fliehkräf_t,e, '7 p · unter · dem allei­
nigen Einfluss der K~eiselmomente_ bestimmt.- Der . Berechnung · 

der Fliehkräfte urici Kreiselmoniente.wird die aus .'der Ueberla.:.. 

ge.rung der·-beiaen Biegelinien Yp u~d ·'7. p resultierende .Biege-::­

linie ; zugrunde gelegt. ·_Zur ersten. Durchrechnung muss eine _mit : _, 
den Randbedingungen zu ver·einbarende elastische Linie ange- , 

nommen werden. 

Die Fliehkräfte erhält man- entsprechendGleichring (7) aus 

. . \ 

,pP;< ~{ h 7 1di-/1 i-1 [%<YP,i~1 + ~ P,i~1 )+ ~ (yp ,i ~ h,i l)+ • 
. . ~idi21i[~(Yp,i+7l:P,i)+ 1<YP,i+1+"/P,i~1u}' ( 13 ) . 

\ ' . . 
· Die Kreiselmomente · ergeben sich aus . der Gleichung 

MK· p. = (q.- 1) B. (yp' . +'rJp' -.) • 
,J. l. l. · ,J. { ,J. . 

( 14) . 

Die Durchbieg\in'gen-' und Neigungen werden in dE?r schon -be­

schriebenen Weise nach Gleichung (2) berechnet. : Bei der Be• : 

stinimun.g' von Yp~ 1 i · und Yp~1 i . sind ,die 'Kreiselmomente 
- . . ' - ' . . ' ' 

' MK P,i ,' bei der Berechnung von _'(P+1_,i _und ~. P-t 1 ,i 'die Kräft~ 
Pp . gleich · Null - zu setßen~ ·. - · ·. · · . 

,J. . ' ' . . 

· Die P-te Näherung. für die .kritische Freque~z b.rhäit nian n~dh 
G r ~ ~ ~ ·e . 1: :bei Berlicksichtigiu1g der -Kreiselwi'rkung.<zu . . 

· ;. 

I \.. ;. \ · .' ·..l: . .. 
. ,• 

I 

. ~ . . .. ,• ~ : ! . . 
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.. 

~ .. ·· ··· 2· ' '' ' .. '+ ' . ') ' 
. . , ... · .: . • .. · Jllj (~P,j"};p,j ,iJ;. ·. ~·fl• •·, .. :. 

., ... . .. . :· ' . , . ' - \' . • .( 15) 
.] 1 .· . . . . . . . ·• . . ' ., +l . ' . . . . · ' 

t(qj-1 l.~j <Y~;} ~P,j l ~h1 ,j 

.. 

:···· , . . ' 
~· . . ' 

n+1 

l ; Jii/Yp ,j ~7~, j )y;~i, j 
j=1 ' 

j=1 
.1_,. II ·n+1 . 

:· 

L m: (yp .+ np .j) 
' J . ,J { ' ' 

I 

j =1 

YP+1, j 

'Führt man in diese Gleichung die schon 'bekannten Fliehkräfte 
1,, 

und Kreiselmomente ein, . lautet sie. 
·' n+ 

. . ~- Pp . (y_ p _ . .'+1'1p .J 
. ·. • . ' ,J . ,J ' ( ,J 
j- ·.. . . ( 

Wp~lln+1 . .L -]h+1 n+i j • 16 ) 

) Pp,jYN1 ,j - .. _L: Pp,jYP+1 ,j L MKP,i ~P~1 ,1 

~ ' . ' . ' J=1 1=1 

:\ 
6.) Das Verfahren -von Z - ~ r k o w i t z 

In d€m·Fällen; in denen' andere Verfahren wegen fehlender :'' 

Konvergenz bei überhängenden Wellen ·versagen,· kann· man .di.e· 

erste ·-kr;Lt1sche Frequenz ohn~ Berücksichtigung der · -Krf)isel­

w:i.rkung. nach dem Verfahre~ von Z e r k o w i t .-' z bestimme~•' · 
Es soll zue.rst .eine einseitig überhängende Welle . betrachtet· 

w'er .. deh; . Die Berechnung der Kräfte an ' d,en Intervallgrenzen, - ~(- : -j:>, .. 

ert'ol{rt :wie beim Kull' sehen Verfah-~en nach Gleichung ,( 3}. ; ,; '; :>:. ; 

Y. 

m 
2 .· 3 ' m' 

--······· ·lp ·· ·p . . P __ · . 
2 3- · r m · · ni+.1 

c~~<· '· ·, .... . 
.. . ;v.' . . . . . '• . . · ' 

~-·xsY' 
t._____;_ __ _ •. . -,. ··~.:.L: ___ ~:~:~ : X . ~ .• .. ; ........ . .. 

.· • .. · . .:Y:'~;· ·f ·· - ~ 't 

~ I 

',) 
I ;, . ' 'i - ~· :, ~ ;_~ ~:' {:1' 

'- . ·: r, -: : ~ , . • ~ •• ; .. 

P ' In ··' n · · .z;;ii+i· 
W• ·.·. 

n 
n+1- .. i;: 

\ -- .. , :, . '·! . 

' I 

·-,·:. 
- ~ · · 

. ; , • -;! . 

·.I 
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\ . 
. ( . ' . . .. ' . ' ., . ' 

Dann .fasst man die durch das L~ger getrennten · Kräfte zu zwei 

Kräftegruppen '/u U?.d ,, : ~· zusa~ert 'und. ibcst~~~ den Schwerpun~t . 
jeder··--Krä:ft-egruppe 'aus · d~en··=: G1"Ei-i·chunge,n : · ' · ·:·: .. ·. ,, .. . ..... :: ... · .. _ ... ._ .. .... : · 

m . ~ 

! •. ' '~ · :.'· · 7 .. p . : (1~ ~ ' i2~ . .. ~ . :~ 1.-1) L . J. . .. .. ~ .. •. J . 
'-2 . . 

X . = · ~ --~-----------------------5/U 

·.-·:: ·( 17) m .· • : J 

.·. . ·Lpj 
j=2 .' 

., '" '., 

n+1 . .· L. pj (11+ 12+ ••• +;. lj::_i) 

x 
/t ·y ..,"'::.o.:: • .. \.o, ..,~. ... ~..,·,.,, • ..,S.)'- • 

j=m+2 · · · .· · 
n+1 • ( 18') 

Lpj 
j=m+2 

.. ·~ .... • i . 

.. . · 
, - .... 

. ' 

Dabei zählen xs u und x5 )' vom Wellenanfang • . . 
'/ . . ' . . . . . . . . · , ,., ; ; . ' .. 

Es sind jetzt -die Intervalle zu ·ermitteln, in die . <li'e·--Kräfte- · .. 

sahwerpunkte : f,al.len, sowie. die En~fernun.gen li * ·von ' d~n .~ e;nt: 

sprechenden · Intervallanfängen • . . ,' . . · _,:·,: ·. -· .. .. 
' . 

':'-. , ..• : 
Beim Ver,fahren von Z e r k o w i t . z müssen · zwei elastische · 

Linien ·b~stimmt werden, ,eine unter · der alleinigen Wirktmg der .. -

Kräft·e der Gruppe ;u· und . eine unter der alleinigen Wirkl.lng .d~f:· 
Kräfte d~r · Guppe v . :'um zu kennzeichnen, infolge , w~lch~r .. }C:rät7 .. 

tegrupp~ ·die Durchbiegungen zustande gekommen sind, wircl diä . 
Bezeichnung /u oder . ~. · als Index angehangt ~ ' · . . . ·. '· 

. r• ' 
. .. . .. . . ,• ' . ' " . ..· . ~ . . .· . \ . . . l ·~: .. • 

Die Berechnung der elastischEm Linie erfolgt wi .e. ·schon b·e- . ·· 
' . •' ~ . . . . . ' . . • . i. . ·.: 

schrieben.,; wobei ei~a~l die K:räfte ·d~r Gruppe; ju,.:und einma~· 'i 

· die der Gruppe y gleich Null zu s(3tzen sind. · . . .·,:·: .. 

An den Sch~~-~P~~ki:eri · · ·v;~;d d~e .Dur~hbi'eg~~~·· · nac~ · · ·Gleichu~~·· (.{)\' . . ·· 

bestimmt~ Dab'ei ist für. ~·. . 1. * einz'tiset zen. Zur : Bezeichnuri.~s·~., 
. . ··· •. ~' . .. ~ . ' ' ·" .· . . . :, . " 

weise . ~ei gesagt, . dass . z.B. Y. u,l> di~ Auslenkung .. ;·an .der . · 
Schwerpunktsstelle der ICräfte~ru:ppe ;u infolge der Belastun.g ::· 
durch die Kräfte. der Gruppe )> ist •.. · 

I ~. ' 

' . 
. Sind di.e AuslenkunP'AYl f ür . beide . ~elastungsfäl.le · b.e}fannt, er:-· 

'. 

gibt sich nach Z ~ r k o w i t ~ · die . kri~ische Fre~uenz zu ~ 
. I 



.. . \ 
! 

Darin bedeutet 

'y• 

.;. 1? 

. r-·-··"1 
!; g 

l/ f ~ 
0 

w :.: 
; ; ' ·~ :, 

( 19) I 

; : 

-,, 

m , · ' ' ri+1·-. · . ' ·· · · · '': '; ··' I 
I, _ I · , · • · , , · . . , ~ • ~ ;'" >. ; • · 

~ . ( y . -_ + 'Ay . 1\ ) ( y . +y . ,,. )+ ~T p . (y . + 'Ay ~ >:J )( y . ' U+y • .., ) 
L ., J J '/u . J ,v . J _, ;u J , v . L.:.J J . J, ;u _ J, -~ '/ _ J ,v 

f = 0 

· =2 · ·- . ~ =m + 2 · · · • . 
. m . . . n+l .. 
~'P . (y. u:t-X;r. · )+ ~;- ·· PJ. ,(yJ. · _- u+'AyJ . ...., ) 
2__, J . J ' I J 'V -L.~..:... / '/ •. ' . 
j=2 ·- j~m+2 · · 

(20) 

'A ist ein Formbeiwert, · den man aus der Gle~chung .. • .. . ... \ r-----···-.. ·--·- .----·-.. - -..;--:··__;. _ __,..__:..,....._ .. ---. 
' . '. ( . . )2 . 

~ ( Y ;u·; /u - Y v ,'v ) + · ; ~ Y ;u, ;u - Y v , v + 4 Y ;u·, v Y v ·, 1u 
'A = • (21) 

2 Y 
1

u,.v 
erhält. -_ . .. . . 

Be.i der Anwendung -des Verfahrens auf eine beidseitig: übex.hängende 
Welle: i'st .. ·a:nalog ·vorzügehen'. ·Man bildet drei durch. die ~:Lager ge- ' 

trennte -Kräftegruppel'l:.' .. _'A, -1u · und · v und bestimmt ihre. Schwerpunk­
te. · 

y - ~ -

· - -~~----- ~ xs 'V .. , 
X~* -~ S.- -, 1

2 

d t:-1 fn+1 . 

r 

. ·).. J 

xs u --- I I 

. •x \ 

Dann ist die Berechnung von· drei Bieg-~linien · erfo.rde:rlich; . e.ine 
J ' • • . • • 

u~ter der Wirkung der Kräftegruppe X,- eine infolge de_r Kräfte-
grüppe ;u und ~in-e ·dfiitte unter · ·- d~·~ Etn:fluss der K~äf_tegruppe 
\). Die Kräfte der beiden nicht zu berücksichtigenden Gruppen 

- . -

sind --gleich Null zu setzen ~ 

. I 

.. ,, 
-, ' 
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Die kritis.che Frequenz erhält. rrian wieder aus Gleichung (19). 

f
0 
bede~tet hier je~och 

1 . ~ . 
V P · ( cpy · '\ + Y ·.. . + v .. y· · v 

' . . 

.. L.t . J J ' 1\ . J ' ;u . ... :. .J ' 
f ...; j .=:r. :~ ... - - . . . . .... 

) (yj, A.+ Yj, /u+ Yj ,\>· )+ 
; t' . ,, •' ·• I '.. . '' .. 

·o -. · ·• · '1 . · ·· · . 1 • 

.... y;p.,··.(cpy .. '\+ Y· ·u+ YYJ· ·' )+ .. 
L.LJ - J,f\ J,/ ·. ~V-- . 
. j=·l._' . . 

. ......• 
" ,,. 

m . . \ . 

2J/'l'Y j ' A :1- y j '/ti:l- 'f y j '" 
)(y. '\+ y. '+ y. ,..; )+ 

J ' .I\ . J ' ;u : . . . ,J ' 

) 

j=l+2 . 

,<t. ~ : 

m . 
\""' p . (cp-y . '· A. + 

.. L ·J-· J, 
j=1+2 

• • • • 

~~-, ;u+.yyj-,V · );- . 
•-"'·-· 

I· 

n+1 

. ·1::· .. PJ.(cpyJ. A.~ YJ· /u+'f'YJ· V )(yJ. A.+ Y.J·/·u~ YJ· 'V) · .. ;:':·,).·.~::• 
,. . '" ' .. ' ' ' , . , . 

~. •· • ' \ =~+·2 '_: ' o ' • • . • • • 0 : :; • .. ::I i ~· 

· .:. :· .. :: : ·n+1 . ,. ··• (~~) ·· -- .,-; .. -- ' '' . E 1'/'l'Yj, A+ Yj, ;u~ Y Yj ,V )' 
j=m+2 

. ··.' -~ 
'"· -··. 

,. 
'· 

'cp und V 
. 9hungen 

. ' . I A. 
sind Fp.;rm'P et werte. Jial,l. b_ere~hnet .. si~ aus d~n .. G;Lei::-:.:._.~ 

1o" • . . . \ 

y y .\ + y y .J - y y . o A., v · A.,/u 1u,v-
1 

A., V 1u,;u . 
... . . 

"( 2'f) ; i cp = ' . . . 
Y'bY/u v - 'YA.. ~. Y/· u, ~- + .. Y A. v Y/u' 'A 

' • ' I ~ . • ' • 

.· 
. ... 

:;, .. 

I • 

' I 

~ .. . .... . 

!: cp(yo- YA.,A.) 
' 

:1fl.=.· · YA.,v 

y·A., ;u. ' ., h . t 
,, .... I 

,: I 

.. (24.) .. ··- • ... · 

y
0 

ist. aus der. kubischen Gleichung .. '. :~ 

\ 

3 . 2 . . . 
y - A1 y + A2y - A3 = 0 · 

0 0 0 . . 

. . J.i ~ .. - ... ... .... . . 

(25) . 

zu bestimm~m··:mit 
'··~ . ~.. . .·. :· ·.·~· ....... ->.- .... :. .. .. 

\ . . ~~ . 

! l -~:~ ~·' ~. 

". ··.:' _. ... ·.·· 

't , ~ :.. '1 

.A1·-·=y,.'\,+Y ·u.+Yy.·:Y'· • · 
,. . . l\, '!- .· ;u, / .. ·, .. 

,., .... :.·.: '.~ ~) '_! .t.~ ;.t 

:' , 
0
) • 

0 ~ • wo· 
,.• ,') ·:•: , ,.' ',I : 1 ... , ' f 

0
, •, 

( 2·6·)· ; .. , .. :, 
·:....' .:· ' ~ . ' .. \ ~---· .... ;,"'; .. \ 

,I ~. , ' .•. ;,' .. ·:. ·:· (j 

•.• : ·• r • X ~. 
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.A2 · ::: .. Y 'A, .,._Yju, /u+ Y'A, 'A.y 1J · ,V ·· +. Y/u'/uY V ;V -~ :y 'A;yuY ~~; ~~- .·· · 
.. ' : ' ' . '' ' . . ' : ~ ·. . ' - . - . . ~ . ; . 

. Y.,._,v Y v , ~-:. !1u,v Y v '/u·· · ~\· ' ·:. ·· (27) 
_;/ . ··) ·.> .;. ',; ;_ i ·-:~ 

·• ·. '·, 

A = 'y y . Y . 1 + Y · . Y · . Y +y'. Y ·. ·· . '· y . "-:- . 
. 3.. . 'A,'A 1u,1u .v .. ,\- ;u~'A 'A,v :V'./u V!'A ,.'A, 1u 1~,Y ... 

. · . 
. y, ,y' y - y . y, ~ y ~· ,- y . / y, . ·y_ ~ 

1\, 1\ 1u, v .. 'Y, ;u 1u, ;u '\·' . . , 1\ ~ , 'J . l\,1u 1u, 1\ 

(28) 
Das Verfahren . lässt sich ~uch auf zweifach endgela~erte 
und mehrfach , gelagerte .. Wellen anwenden~ .. Doc};l erfordern · in 

' . \ I • ' , · · ·t • • ' ' 

diesen Fällen .die scho'n be'schriebenen Verfahren einen er-
he'})lich geringeren Rechcnaufwand. · 

...,. ; 

.'•- '; 

__ ,·.: -. .-

Es ist überhaupt eine besonde'rs· für die . numerische Berechnung 
I , . . 

der Durchbiegung unangenehme Eigenschaft des Verfahrens _von 
Z e . r k o w i t · z, . dass man die Auslenkungen an · den Kr.äfte- . 
schwerpunkt~n braucht. · Diese Punkte liegen n:icht·. von ;orri~· :_ · 

herein fest, . und · man kann sie daher nicht in di·~ Inte.~v~li.:. ·. 
eintedlung ·der Welle einbeziehen. Das hat verschiedene Ne-. ... .·,: 

. benrechnungen und d·ie Unterbrechung: des Rechenganges an 

den Schwerpunkten zur ~ol~e. Ein weiterer Nachte~l dies~s 
Verfahrens ist,. dass man für einseitig ·und beidseitig 
überhängende · Welle.n .zvioi verschiedene Progracime braucht. 

Bei der ;Berücksichtigung dieser Umstände greift ·man ·viel-

. ·leicht . doch vorteilhaft er auf die Restwertverfahren zu~ 
rück. 

' \ . 

7~) Da~ 'Verf~hre~ ~an · T ~ a e n k 1 e 
• ' ' ' , • . I 

Beim Verfahren von T -r a e n k 1 e ·handelt es sich um ein 

Ite.rationsverfahren, das sich ·_zur g~meinsamen Bestimmurig 

der ·beicr'en ersten biegckri tischen Drehzahlen von zwei und 

, mehrfach gelager~en ~wellen . eigne't •. ·Es lässt sich mit und 

ohne. Berücksichtigung der Kreiselwirkung . durchführe.n. 
' . . . . . . ' I ' . . .· 

Die Kreiselwirkung soll zunächst· zuvernachlässigen sein. 
' . . ~ ' - ' 

Der Berechnung · des :p..:ten Näherungswertes fÜr die kri t:ische 
Frequenz .werden je· eine Biegelinie. erster und zweiter ' Ord-

- . ' . . . _.. ' -

nung, YA,P und YB,P , . zugrunde gel'egt •. FÜr die erste 
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Durchrechnung sirid'·'·si.e .Q.e·n Rand1J edingungen . entsprechend. · ~nzu-
: ,' , , .,: .' : .:• . , ' - · :- ~ - , -· "; - :\' ' • ' ' ·'· •· ~ .. , , ' ' ," •. , ' • ·, , 0 ' ·:. I •I , ,: ~ .· ' '."; . • ,. ' . . ' , ., '• , : ; 

nehmen. Bei·; deri . Iter~tionen· erhält man sie. aus .· dem vorangehen-

den Rec~.engang. Es _werden die Flieh_k(äf.~~~ PA:,P·, ; :i_ :~d l?J3 ., ·p~i 
aus Gleichung (7) bestimmt und mit ihnen nach Gleichung ·(2) in 

I ' . ' ' . I . : - . • ' \ ' 

bekannter We;ise j,e eine Biegelinie erster und zweiter Ordnung., . 
Ya'~P ' u~d · ·yb;,~:·· ;· 'ermi'tfelt .>:Aus ; d'en n~ vorha~derten v;i,er' e·l~~t:i.~ 
sehen Linien sind einige Sum.rnenausdrücke zu berechnen, nämlich 

. . / ;· ~ •' '. ·_. • .. ' ·-· . . ·. . . . ' ' ~. j ," : . -:. • . ' • 

cx: = . )m y · y · 
_ , , · :A.,a,P l-J A,P a,P ,..... ... . ... __ , 

. a.A b. P = ·. L'\ m y A P Yo P ' : , ... ' , 
. . " ,. . . " ····-· ,• 

~- ,.b , P =.. / , m Y B , P Y b , P 

~· . 2 ßA,A,P = L_, m YA:,P · '· 

: .~ ~ 

.. \ . / . . ' ' . 
,J 

.. ßA·B p = z'.m YJ.. p YB p 
. ' p . I . : J J , ...; . 2 
~B,B,P = L_. m YB,P, 

-·· .. 
t , ' ' 

.. 
·•· ·. .. i 

Werd.en ; d-ie·. bekannten 
' --~.. ~ ': _- . . . .. · . . . : .. ; 

Fliehkräfte in di~se Gleichungen· einge~ ... · 

führj ' .:· ß:rhäl t man. · ' ... - .. - . . . . 

~· '" 

:: : .. . ' , ... ~ . ' ' _1]. 
- ~ a. . . ')lp . . 

=I . A~P,J 
~;-..-,~2 ' 

y a ., p' j .. 

··-

. A,a,P 

cxA,b,J? 

~;b,P 

J= 
, n ·--, 
"' = /_ PA P,j ' ' . . •·-"'J 
·J=<::: 

n -

yb 'p' j 

= )--,PB
1
P:·j Yb,P,j 

r~ . . 
n "'"'' . . . .. . .. 

ßAAP= I PAP .. yAP ' ; 
, . ' ~ ' ' ,J . , ' J 

j ,=2 

ri ' 

= ~- PA P . yB-' .p ' 
--.· . . · . . ' ' ·.J . · ' ,,J 

J= . 

ß . A,B,:t: 

.: .. · 'ß ·... ..== .·· ·.·. p ' . '·' 
YB ~ p' j 

,. . . Ln 
:: . ·: B;~. ,::;' ;,. , .. .... · B ,_~, J 

. ·~-:-: .,· ·~·:} .: ::; . • ' . . . ; '.) ~ 

; , 
, 1' . . ~ ; ·; . . . . .. : ;, ; ':! . . . :~ · , ~ . ,_ ·' . . , . 

.. : : "' .. ~ . : ' 

····' :,:, 

. · ' . '. •I o • • •• 

. ' .... :.·... :,l· 

:· \ . ·: · ' .. ,l. 

. -~; · .. ·. 
i 

•' .; _.( ~ 9 ~ .. ·:· .... .. 
.. ~ ·• ·· .. · ...... ., /. .. ..... "' 

: , 

. ' 

... ,·. ' : \ , 

~ .~~. ;:: ,. ; . 

--· ·-· 
r _., \ : ; ·:· ... 1. 

\ 

' . :. ~ . 

·, 
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1 

'Nach T r : a e n k 1 e _berechnet sich. die P-te Näherung für die 

kri tisch~ri Frequenzen erst~~ und zweiter Ordnung zu 
.. '; . 

1tb 
-·· p 

WA,,P -

-----------
- 4 a c . p p 

2ap 

. \r:;::-2' . ~ 
bp +~· \bp · - 4 apcp · 

wB,P - 2ap 

mit 

2 a = a - ~ - ~ P A, .a,P _ -~fb,~ . ·~ A,b,·P . 

; ·, ·· 
.;~ ' 

(30) 

( 31 ) . 

b - ~ •. ' . ß . ~ 
p - · A~~,P B,B,P I 

. ß 
~,b,P . A,A,P 2cxA b p ßA· .B· ·p· (32) ' ' , , , 

Cp = ßA·· ·. ·. A:· cp . ßB ·]3 p .. 
·.· , , ' ' 

. 2 
ß . A,B,P -

_ ··~ . . 
-- ; 4. 

Soll keine _weitere Iteration durchgeführt werden, _kann ·man 

.. 

'j 

die Rechnung hier abbreche~; anderenfalls sind noch die .bei­

den Bieg~lfnien zu ermitteln, die _ den Ausgang fürdi$ näqhste 

. Iterati'on -bilden.- Man erhält - sie aus den Gleichungen 

, \ . , 

' (33) 

.' 

YA ' P 1· . = Yp . + i\A P yb .p . . ' + ,.l:. · .: a, ,1. . . ,. ' ,1. ' i : ~ .... 

: . ' ~ !34); ~ 
'' 

~ . \ . ' 

D~.7; :,F?.rmfaktore~ · · t..A,P und i\B,P bestimmen sich ' zu i 
. . , 

t: i 

' ,· ·: . . 

~ . . w 2 · 

' ,. 'AA,P 
_ - · A,b,P · A,P _ 
- .. -2 

ß A,B,P .. (35) 1 . . . ; .• 

'}... . = 
B,P 

'13,b,P wA,P - ßB B ,P ' ' .. 

~A- b p' 
~ 

cxA,a,P 

2 
WB1P - ßl\ B p . 

·--~ 

2 -w p ' 
B' . 

ß . 
A,.A, P · 

. .' • 

(36) ', 
. 

Falls man ·. eii1e Kontro::I_le für die .\ Güte der Näherung, zu haben 

wünscht, sind zwei ... w~i tere ola~tische Linien a~s · den 'l)_,}iden 

Glei.chungen · · ... ·i ·, 

y p · · = A.'A· nYBP .+yAP .... 
cx ,. ' ~ ' .t ' ' l. . - ' ' l. 

(37) .: 

·.• 

' . 
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. \ 

. Yß,P;i = ·A.B,P YA,P,:(+ YB1P,i . (38) 

zu berechnen. Für ~ e~akte Frequenzen und .Auslenkungsformen gilt 

~n allen st~llen i 
• ' ~ · • j 

' .. 
2 = Yct,P,i (39) /.,WA p 

Y A,P+l, i . . ' t 

,. 
. . 

2 .:..Yß 2P 2 i 
(40) wB,P - .YB,P+1,i 

Weichen d'ie einzelnem Verhältniswerte star:k voneinander. ab, 

ist' ~ine Wiederholung des Verfahrens an~ebracht. Den Ausgang 
<' ' ~ ,', • • 

bilden dabei \ die Biegelinie~ y A,P~l und_ yB ,P~ 1 ._ Das Ver:fahre~ 
konvergiert jedoch _sehr rasch _und seine Genauigkeit ist so . 

\. .,. .. · .. 
· gr?ss, dass bei gut gew~hl ten Ansatzfunktione~ · eine Iteration _1 , 

Vielfach ·unterbleiben ktinn. ·· · 
.. 

Nun. soll die Kreiselwirkung b'erüc:K:sichtigt werden • . Dazu .. 
I . 

braucht man von den ~~iden elastischen Linien. YA,P und yB;P . .. 

a~ch die Neigung an dem I_ntervallgrenzen, YA,P,i und Y:ß,P,i , . · 

denn ausse~ den Fliehkräften PA,:P,.i -und· PB,P,i _nac~. Gleichung_ 
(7) müssen die Kreiselmomente MK A p :i.. und MK B p_ 'i nach Glei-· 

. . •.. , ' , ' . .. . 

chung (.g r berechnet werde~~ Die Bestimmung der 'Bie?elinien · 

_ Ya,:P und Yb,P undderen Neig_ungen Y~,P,i un,d Y-b,P,i _erfol~t :mit 
Gleichung (2) unter'gleichzei tiger Berücksichtigung · der Flieh-·· 

• f • • 

. kräfte . und Kreiselmomcnte~ Nebcm deri Ausdrücken von Gleichung . 
(29) .sind ·hier di-e ' Summen. .. :· . . , ·.,. 

~·1 . 2 I · 

YA,A,P"; ~BYA_,p · (q.-1) 

Y~ B p = J-iB Yl_ p Y-ß p ( q - 1) 
· ' ' --..J ' ' ·' ; -·- ·. .· . 2 . 

YB,B,P = l __ ,'B ' Y:ß,p · (~ _ -1) 

6 A ,a, P = rL~B Y A, P, Y ~, P ( q - · 1 ) . . 

ö A b p =~r'-'~'B y A p Y-b p . ( q - . 1 ) + '\":S Y-ß p y a p , . , LL...J , . , . , . .L . . · , ' 
0B b P = "'~ Y-ß P Yb1 P. ( q ..: 1 ) . , . , L_; , , 

(q-1)] . · 

. 
zu berechnen •. 

'• 

/ 
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Nach E,inführting· ·.d'er:;~ b'ekannten Kreiselmomente lauten di'e 'Glei- ·· 
chungen 

: YA A'. p ...... . 
' . ' 

YA,B,P = 

. -~ . ,. 

YB,B,P "-

;.' .-. • ... \: ': '} · ) ,• 

6A,a,P -

:' > ..... 

•· ' :. 

: ,.: .. 
'\' ::-. .;~~ ·-·~ ·~ ::~· -~·: n+1 

L MK A,P~ :j. :yA\P,j 
j =1 ' 

n+1 · , 

~ Mt A,P,j :YB,P,j 
j=1 

n+1 : .. . 

L
··"···· .. · ...... -~ 

M . . . . · yl . . · 
K ~,P,J . -B,P,J 

j=1 

n+1 ·; ·: 
~-:' . I , L . MK ·A;P, j Ya,P, j 
. j:::l' 

. -~ · :: 

i 

'(41) 

..:.. .. 1 · ·[·· --z~+1 ·. . . I , .. -~ . : - ~ •.. · . . I . ~ - .. ] 

6 · . -- · - . . M . . y . .+ . .. , M . y . 
A,b,P . 2 . j={·. ·K A,P,J . o,P,J f= 1 ~ . K B,P,~ .· : ~'l''J .. . t '·,. 

~- ·~ . 

. n+1 . 

LMK 
j=1' 

6B,b,P = I 
B,P,j Yb,P,j' • 

Di~ FrequÖ~zen erhält man wieder aus Gleichung ( 3Ö)'·l.lnd Glei­

ch~n~·- (3_1 ) ~ ,Di~ Grössen ~p, . b; und . Cp haben hie~ j edo~h •. ~~ ·cht 
· die Bedeutung von Gleichung . ( 32), sondern . ergeben· sich- au·s · .. 

a =· .a:. ·.··:. ,·.· . a .... 
P_ ~ \ A~a,P , B, b,P 

. · . 2 a . . 
· A,b,P 

b = a ·· .. b . 
P.. . A ,a , P ·, ~ , l3 , P 

b . ' -+ aB b p ' A;A,P 2a ·. · ·: ' b · · 
A,b,P A,B,P 

c = b . . b . 
P .,: . A,A;P · B,.B,-P . 

. _, ··, : 

mit i. 

I 
I - ~ :-

' ' . . . 2 
b . B p 
A~ ' 

a · =cx. -6 . •··· .· A,a,P . A,a,P . _A,a,P 

a · b = cx. · b P - 6 · b .. ·p· . A, , P A, , . . A, ~ - , 

,, ,.. ·aB·;:b:',P. :;: .-'XB, b, P.-j. : ·. ·· · 0B b P ·.· ': 
. ' ' ' . . ' ' '' : ... ·. ; .. ,. b,.; ~· • . -' ß ' . -

. ·· . ;' ·.-: . . , A,A,P - . A,A',P 
•. . . ' ' ~· . b -~. ·, · ... :: ß - V . , · ,._·.,<.-;- :.· ... ; ... 

· . . .... ··· ·A ·B P A B P ·'A B P 

YA ,A~ ·p · ·· · _.: : .. 

I , 

.· .... ·''·· ~ >'\'' ,. ' · . .. :· . '·· ' i . , ·?.",. ..• :. 

' b . . B,B,P = (:L . - y . ... ~ -·· 
--B,B,P .B,B,P 

\ 

:· (:42}!. 

(43) ' 
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Nehen :de:_n- tni'i:. ;.- · Gle,i~c.hung :(33) ,und Gleichung . . ( 34:·Y .hestimm?a-· 

ren Durchbiegurigen müssen f ,ür d:j.e folgerid·e Iteration auch : 
· die Neigungen berechnet werden • . Man e~hält . sie aus 

I , . , • - · . I ~ · . . f · 
YA· u 1 . - y 'p . + ~A p yb p . . , ... + , J. a , , J._ . . . ..Ii.., . . , ,,l: ( .4.~ ): ;, . 
Y1 

• • = L Y 1 
.. · · , . · + Y 1 · • E,P+1,J. ·~,P a,P,J. . · b,P,J. .( 45) 

Die Formfaktoren t..A,P und t..B,P:.b.es'timmt. man hier zu .. ... 

2 · a w 
.\ . . = A,P 

. A,b,P A,P 
.. 2 · 

aB,b,P wA,P 

b p · · A,B, · (46) 
bE;B,P . . . I 

. 2 

•t.. = -. B,P 
aA B. p 'WB ·p 

' ' , 
2 

a A, a, P .~., P 

- PA&P .. . (47) 
b . 

A,A,P 

Ei!le Ko~trolle der Näheru~gswerte ergibt sich _wieder mit . 
Glei~huhg ( 39) und Gleichung ( 40), nachdem man di;e. :Durch­

biegung~:ri·y~ P. --- ~ und.yß P .· nach Gleichurig .(37J U:nd. Gl~-i- : 
.... , ,J. . ' ,J. 

chung (38) errechnet hat, 
/ 

8,) Zusammenfassung 
I 

. ... :Von . den ,behandelten Verfahren besitzt keins . die Al4,gemein~ . 
. . . . •. ' !- ·i ' . . ' . . .' . ' :. ' -· · : · • . . • 

gültigkeit eines Restwertve;rfahrens, bei dem man mit ' einem 
Prqgr~mm sämtliche. biegekritischen Drehzahlen bestimmen · 

. . . . . ·- . . .. ' .. 
kann, 

nie Berechnung der ersten biegekritischen Frequenz. zw~i-·· .'r· . 
. . . , I , . . 

' fach·gel~gerter Wellen lässt steh am einfachsten nach ~em . · 
. ·. . . . : . -~ ~ . . ~ - . - . . . . . . . . . . . . 

Verfahren von . K u 1 ·- ~ 'durchführen. Handelt _ es ~i~h ~ -E1~d- . 
gelagerte Wellen, liefert es die ·Frequenz · reoht ·genau .. Bei 

Wellen mi.t überhängenden Enden ist die Genauigkeit zwar g~,.. 

ringer aber .für viele Fä],le noch -ausreichend. Die Kreisel-_ · 

wi.rkung kann in eirifache~ · V/eis~ berücksichtigt .werden ... 
.. I ~ f • 

·Mit dem y2 - Ver~~hi~n von ' G·~ a m ~ ~ e 1 erhält man nicht 
. ~ . ~ .. . , . ··- \ 

nu.r ,?ie erste _kritische Fi'equenz, sopd~rn a:uch die qazu-__ 
•• · , , • - • \ > ' • , , 

gehorige Auslenkungsform. Da. es. sich um ·. ein Iterations-
verfahren handelt, .lii'sst ~i~h-· beides ~i t beliebiger Ge-

i . . . -~· . . t . • ' 

nauigkei t annähet:tY,· ·Die Ko:b.vergenz , ist · 'im allgemeinen so 
' .. I . - ~ 

. .. .. .. ~-- - ! c :._ ·, .. ~ ... <! '• 
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gut, dass selten mehr als eine Iteration erforderlich ist. nas 
' 

Verfahren lässt sich bei zwei- und mehrfach gelagerten Wellen 
anwenden, doch steigt der ReChenaufwand bei -mehrfach gelager­
ten Wellen an, so dass man geg.enüber den Rest\vertverfahren kei­
ne Vereinfachung mehr erzielt. Die Berücksichtigung ~er Krei-

. ' ; I 

selwtrkung ist komplizierter als beim Kull 1 schen Verfahren. 

Das V~rfahren! von Zer k o ·w i t z kann bei zweifach gelagär-
, ' 

ten Wellen mit überhängenden Enden 'verwendet werden, wenn an-
dere Verfahren wegen fehlender Konvergenz versagen. Doch es ist·, 
wie schon im Kapitel .- 6 ,beschrieben wurd~, für digitale Reche~- . 

automaten nicht gut geeignet. Man be~utzt statt dessen b,esser 
ein Re~twertverfahren. 

Das Verf~hren von -: T r a· e n k 1 e liefert sowohl die erste als 
' 

· auch die zweite kritische Frequenz dur:_c!l Iteration mit belie­
biger Genauigkeit. Man erhält dabei gleichzeitig eine Näherung · 

. ' ' 

für die ~~sten beiden Auslenkungsform~n. Die Kreisel~frkung 
' ' 

· kann berücksichtigt werderi~ Auch diesem· Verfahren sind bei 
mehrfach gelag~rten W~llen die -Restwertverfahren überlegen, da ' . . , ' 

der Rechenaufwand zu gross wird. 

,Abschliessend kann gesagt werden, d·ass das Verfahren von K u 1 1, 
2 . . ' . 

das y ~ Verfahren von G r a m m e 1 und das Verfahren ·von 
T · r a ~ n k 1· e bei zweifach gelagerten Wellen gewisse , Verein­
fachungen gegenüber den Restwertverfahren bieten können. 
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