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Technischer Bericht Nr. 26
« ot

Ueber die Bestlmmunﬁ von blegekrltlschen Drehzahlen und .

von Elvenfrequenzen transversal schW1ngender Stabe auf

. dlgltalen Rechenautomaten

Te11 ITs Verfahren, dle sich aus der Energlemethode
herlelten lassen. i ‘ :

ZusammenfaSsungé

In dlesem Bericht w1rd versacht Verfahren zu flnden, mlty\
denen man biegekritische Drehzahlen von Wellen in noch
einfacherer Weise berechnen kann als nach den im Bericht
Nr. 25 behandelten Restwertverfahren., Es zeigt 51oh, dass
fliir bestimmte Lagerf8lle Vereinfachungen mit. einigen aus
der Energiemethode herzuleitenden Verfahren zu erzielen
sind, Die allgemeine Anwendbarkeit, wie .sie bei den Rest-
- wertverfahren besteht; geht hier JedOCh verloren. Bei den
. in Prage kommenden Verfahren wird anstelle der sonst iib-
‘lichen graphischen Bestimmung der Biegelinie eine nume-
rische Berechnung verwendet, die sich gut fiir digitale
Rechenautomaten eignet, Weil gsie eine-fortgesetzte Wie-
derholung von Matrizenmultiplikationendarstellt;
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15 ) Elnleltung
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Wahrend 1m Berlcht Nr. 25 von den Restwertverfahren die Rede
war, sollen ‘hier ‘Verfahren betrachtet werden, die sich’ aus .

der Energlemethode herlelten lassen, Es handelt sich um das.
Verfahren von X u 1 1 oder das y~Verfahren von G r.amm e 1,

. das Iteratlonsverfahren von St o d ol a; das y2 - Verfahren
“‘Von Grammel, das Verfahren von Z.erkowi t z und .

das Verfahren von T-r 8] e n’ k 1 e."ﬂ %g‘_\ ;~; A S ;' jtﬁ

A

‘Bei allen dleseﬁ Verfahren ulnd elastlsche Llnlen unter dem :
Einfluss von. Kraften oder Momenuen zU bestlmmen. Das geschleht L
im allgemelnen nach dem graphischen Verfahren von Mo h r.. f\

'-Steht jedoch ein digitaler Rechenautomat zur Verfugung, w1rd
'_man ein. geelgnetes numerisches Verfahren bevorzugen..

2.)

Numeriséhe Berechnung der elastiSChen Linie -

Man geht von elnem aus mehreren prlsmatlschen Wellenstucken
(Intervallen) bestehenden Ersatzuystem aus, Die iber Jedem
Intervall 1nfolge Elg@ng&WlCht oder Fllehkraft vorhandene

‘kontlnulerllche Krédfteverteilung wird in Elnzelkrafte P an.

den Intervallgrenzen umgerechnet, damit man spater eine sonst
erforderllohe Integratlon iiber die einzelnen Wellenstiicke

~durch eine Summlerung liber die Intervallgrenzen ersetzen kann,

Dle Angrlffspunkte der eventuell vorhandenen Krelselmomente .
Mo sind ebenfalls an die Intervallgrenzen zu 1egen. R

Im allgemelnen Fall -greifen also an jeder Intervallgrenze
eine Kraft P und ein Krelselmoment MK an. Dle p081t1ven Rich—
tungen der Krédfte und Momente werden Wle folgt festgelegt.
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',‘ Am linken Intervallende zdhlen nach -oben gerlchtete Krafte und
' ‘rechts herum drehende Momente posltlv.

Ich betrachte nun elne Welle, die aus mehreren prlsmatlschen l,”
.Stucken verochledener Lange und vcrschledenen Durchmessers Bl
sammengesetzt ist. I, |

x5 zahlt stets vom Intervallan anb,'

ik

Da kelne Streckenla st vorhanden sein soll, gllt fur Jedes be—”
11eb1ge Intervall !

(x ) =0 LT L
Daraus erhalt man mlt ,
| ' (x ) =E I yi"(x5) ‘

(x;) =

- i - |

I

E J y "’(X )

dufbh‘integratidh’die Bezlehungen fur Querkraft, Moment,,_
Neigung und Durchbleéung. i

(X)

0
B

1 Xi
' - 4 —————
¥ (X1> N Ei Jl Al = ot 31XJ'+ cl
% —_ St B EE v TR B R N e
Yy ‘(Xi ). —”in,- Ji {Al 6 + B;'!_ 5 } +. 01 xi + Di

Al, B C und Dy sind Integrailonskonstanten' d1e aus’ den '
; Randbedlngungen am Anfang des i-ten Wel]enstuckes zu bestlmmen
sind, ~ - W '



A, B

N = A

© - u(0) = By
O |
Y5 (0)-= Dy

Hiermit- lasst SlCh das Glelchungssystem 1n der folgenden Form

schreiben:
Qi(xi)~=.Qf(d)
Uy (xg) = 9, (0)x; + (0 oo, e T
' ; g %2 : N R &
yi(x;) = E_TJ.“{Qi(O) o= & + M (O)X} % y!(O.) “ear
. ’ L. desbs 3 ‘ T , £
: T o LR x=
y.(x;) = T.jJ ~ Qi(o) gl + M, (0Y }+ v (O)x + y (0) . S
e T B s : | .
Fiir das. Intervallende ;auten dleue Glelchungen ‘
(1) = Q.(:O)l. + M.(O) T P ,
yi(1) = {Q (0) 5= + H; (0)1; } + y1(0)
yi(li) ="§T—37'{Qi(0)‘g— + Mi(O) 2.} +. yl(o)l + ¥y (O)

Beim Uebergang von einem Intervall zum, anderen erhalt man
folgende Uebergangsbedlngungen. ; we g b

Q;,4(0) = Q4 (34 > -
: i'+1(O)A = Miﬂ(li_.)’ + M

- K 1+1‘
Y1 (0) =y |
¥i41(0) = 33(3y)

‘Setzt man dlC e Be21ehunwen 1n das oblge ulelchungesystem eln,
s0 ergeben 51ch Rekur51onsformeln, mlt denen man aus den: Zu-
standsgrossen am Anfang deg‘elnep_Inpplvalls dle Zustandsgros-

sen am Anfang des folgenden Intervalls berechnen kann. '

e



(00 = QO F R el
M;,1(0) = Q;(0)1; + 1y <0) - MK 1+1 e
2 fo g R

l / 1. )

5= + Mi(o)li} +yi (0)
gi + My (o) } v (O)li" + yi';(O)»*“;", 5

¥i41(0) = g5 J {Q 8y
yi;1(0>“é Y J {Q (0)
\Iéh schrelbe d1e es Glelchungssyutem nun noch in Matrizenform

und fige, um eine quadratlsche Matrlx zZu erhalten, als funfte
Glelchung die Identliat 1 = 1 hinsu.

! v . 1f M "
fy e 5
, ; LTS s i,
v B 9; i E[ 9,2 ( ;
: | 2) .
u 0 i 1y S
Q 0 0 1
1. 0 o 0

der abgekurzt o o Do ;v o l'f7'
2’/1+1 “ai' } g

Der Zﬁéténdsvektor an der Stelle i+1, } S erglbt 51ch :

durch Multiplikation des Zustandsvektors an. der Stelle i, 3&,

-mit der Uebertragungsmatrix CZ . Die Glleder der Uebertra--

gungsmatrlx sind aus den Daten der- einvelnen Intervalle zu
errechnen, ‘

Zwei- Elemente des Zustandsvektors.} 1 erhalt man aus' den .
Randbedlngun en am Tellenanfang, d1e ubrlgen als Unbekannte
in der Rechnung, bls man 516 aus den Randbedlngungen be- ,  :‘
stlmmen kann, dle man an elner Lagerstelle odbr am Wellen—~:; ;.,
“ende erhalt In elnlgen Fallen lasst olCh durch vorherlge;“  o

Berechnung der Auflanerkrafte dle Zahl der Unbekannten her- W
‘abset”en.nl ‘
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3.) Das’ Verfahren von K u l 1 oder das V—Verfahren von,‘

'G ramme 1 ¥y

Das Verfahren von K u 1 1 das auch als y-Verfahren von.
Granm m, e i be"elchnet wird, ist elnes der elnfachsten
Verfahren zur angenaherten Berechnung der ersten biege-
 kr1t1uchen Drehzahl zwelfach gelagerter Wellen ohne und
mit Berucks1cht1gung der Kre13e1w1rkung. Es benutzt die
E statlsohe Blegellnle der Welle unter ihrem in Einzelkriafte
‘an den Intervallgrenzen umgerechneten Elgengew1cht

EBs ~011 zundchst eine zweifach endgelagerte Welle betrach—
‘ltet werden., Die Elnvelkraft an der Stelle 1 bestlmmt man
aus der Beziehung | b g gl

# e o Pi,*fg\(di~12 tieq Yiel * 4% 13 v) o - 3)
A e
}‘fé‘ R L T BE TR Ty TR n e

A 2 op 3l diet ) i i+ AR
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]

di’ 1 und Y5 81nd Durchmesser, Lange und spe21flsches Ge~- -
W1cht des 1-ten Wellenabschnlttes. Die Kréfte tiber den La~
gern werden nicht benotlgt da s1e zur Durchblegung nlcht ‘
beltragen. '

Vom Zustandsvektor 31 51nd Auslenkung und Moment durch d1e 
Randbedlngungen amn Anfang der Welle festgelegt‘ » ;f
| RS i Bl 3
L *;M1 = 0 e | | ) '
Neigung und Querkraft sind unbekannt. Die: Querkraft kann
man. jedoch durch die: Berechnung der, Auflagerkraft am Wel~'f.
"1enanf3ng, P1, bestlmmen, denn fiir das erste Intervall '



/

man ohne I\relse?f.w:Li'lfunfT aus der Bezlehungﬁ

- 6.~

Das erweist. SlCh 1m Interesoe del Reahenzelt als zweckmassig,
da man dann dle Grosse y1 als elnulge Unbekannte in der Rech—

'nung hat,

Dle Auflagerkraft am Nellenanfang erglbt 51ch zu'li1

. ;;V-j=2f' : : ' 8" A e (4)'
: ; j._._-“ .

Nun folgt d1e ﬁerechnung der elaotlschen Llnle nach Glelchung
(2), Die Kr eiselmomente MK s1nd dabei gleich Null zu setzen,
da die Blegellnle unter dem allelnlgen Einfluss des Elgenge-.
wichtes bestlmmt wird. B Bl b

Dle Unbekannte y1 ermlttclt man nach Durchrechnung der Welle '

- aus ‘einer der am Uellenende vorhandenen Randbedlngungen. Damlti

ist der Zustandsvektar } fiir gede Intervallgrenze bekannty

Elnen Naherung“wert fur d1e erste krltlsche Frequenz enhalt

- R TR gy ‘ o
N
2 e Eg A
i . ] il
gy i=1 N (
. P. y. '
3 .95

e .
- Py ¥y | D
Z—;f%i yj-zv-; % yaz(qa =

Darin 1st g d1e erbeschleun1gung und q der Verhaltnlswert
des ax1a1en Hasaentragheltsmomentes A zum aquatorialen Mas-f‘;'
sentrédgheitsmonent Bj der Scheibe, deren Kreiselmoment an der -
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: ~Ste11e j w1rksam.1st Der nach Glelchung L5 Y oder Glelchungx

(6) errechnete, \ert bllget eine obere,Sghnqgquf@r\dle exX~

akte .-Frequenz,. . .. P A, Eaapd o allise gus el

Wenn keine allzu grosse Genauigkeit erforderlich'ist, kann

‘das Kull'sche bzw, Grammel'sche Verfahren auch bei iiber-

héngenden Wellen verwendet werden, Die Krafte P' berechnet

‘man wieder nach Gleichung (3). Dabei ist 3edoch zu beach-

ten, dass nach dem Ueberschrelten einer Lagerstelle dle

Kraftrichtung umzudrehen ist.

Es empfiehlt sich auch hier, dié-Lagerkréfte'zu b .stimmen,
Man“kann dann iber eine Lagerstelle hinwegrechnen wie‘ﬁber 2
eine gewshnliche Intervallgrenze, Ausserdem ist bei der
elnseltig ubernangenden wellc wieder nur y1 als einzige

f ’Unbekannte in der Rechnung, wenn man mlt dleser am aufge~

 lagerten Wellendende beginnt. Den Wert von y1 erh&dlt man-:

" aus einer der Randbcdlngungen an der zwelten Lagerstelle

_oder .am Wellenende.:

 -’Be1 beldseltlg uberhangenden Wellen s1nd vom Zustandsvek—-
- tor” %, nur Noment und Querkraft bekannt, Beide sind’ Null, "

Y4 und y1 bleiben als Unbekannte in der. Rechnung, bls man
sie aus den Randbedingungen an den Lagerstellen oder am

- Wellenende bestimmen kann. Im Interesse eines ununterbro~

chenen Rechenganges wird man dies erst nach Durchreohnung
der Welle bls zum Ende tun.

Die krltlsche Frequenz erglbt s1ch w1eder aus Glelchung

0

(5) oder Glelchung (6).

Das Iterafionsveffahren'von 5§+t 0'd 61-a-

‘Es handelt 81ch hler um ein Iteratlonsverfahren, das ge—:i:
‘stattet oowohl die erste blegekrltlsche Frequenz als'  .
- auch dle dazugehorlge Auslenkungsform ‘zweifach gelagerter

Wellen ohne und mlt Beruck31chtlgung der Krelselwlrkung
belleblg genau anzunahern. Seine Konvergenz 1st so gut, T
dass man hauflg ohne Iteratlon auskomnt, Dann“ist der '
Rechenaufwand kaum grosser als beim Verfahren von K Rl 1
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Leider beuteht il Nellen mit: uberhangenden Enden nach
Holba "Berechnunguverfahren Zur Bestimmung . der’ krltluchen,
Drehzahlen von geraden ellen", nlcht 18 allen Féllen Konvere
genz, fq '

Beim Verfahren von 8 % o.d ol a W1rd die elastlsche Tinie
nicht unter dem Elnfluss des ulgengew1chtes, sondern unter
dem Einfluss einer Fllehkraftbelastung berechnet ‘Pur dle

\ erste Durchrechnung nlmmt man e1ne mit den Randbedlngungen
des Systems vertragllche Blegellnle ¥t an, die der zu erwar-v
. tenden w1rkllchen Auslenkungsform mogllchst gut entsprlcht

" kung auch die Nelgungen an den Intervallgrenzen, yI 1 und y
yI i werden zahlenmissig festgelegt Bei den Iteratlonen -
51nd sie aus der jeweils vorangegangenen Durchrechnung be—
kannt, ‘ :

~ Es soll hler die Berechnung des P-ten Naherungswertes fur die
'krltlsche Frequenz betracatet werden. Die einzelnen Grossen :
_ werden durch den Index £ gekennzelchnet Flir die Biegellnle

ﬁ;y? hat die Fllehkraftbelegung ‘bei ‘einer Hllfufrequenz
die’Grésse‘~~

Dérinvist ¢ die SPezifische liasse der Welle und d der Wellen-
- durchmesser, Die Dimension von q ist kg/cm, da fir w, 2 der -
dimensionsbehaftete Zahlenwert 1 sec’ ? elngesetzt 1st

. Die Fllehlrdftbelegung muss 1n Einzelkr#dfte an den Intervall—‘
grenzen umgerechnet werden, Zur Verelnfachung dieser. Rechnung'.
nimmt man den Verlauf der Blegellnle innerhalb eines Inter-
. valls geradlinig .an, so dase. man lber Jedem Intervall eine

o trapezformlge Fllehkrathelastung erhdlt. Die an der Stelle i

wirkende 1nze1kraft setzt 51ch aus Antellen der Intervalle

i-1 und 1 zusammen°
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S vy YP,i+t

=t . B e 2
Py 2 L+ g.d°
- S 31111113’?1- 91113’391
| .

'3‘31:1%—1 11-1(3’?1‘5’9 1-1)“’ 3 ‘51 ! i-(YP,_i+1fY1?;i)}'.i

2

'PP 1 8{'91 1 1-1 1

1-1(3 YP §o=t 3 Ip 1)+‘31d1, (3 yP i 3 YP 1+1 )} :

y 1y

Dle Krafte iber den Lagern brauchen nlcht berechnet“zu Werden,
denn 31e tragen zZur Durchbieguna nlcht bel. '

Da s1oh der weltere Rechengang bel BerucP81oht1gung der” Krel~
_selw1rkung yon dem ohne KrelselW1rkung unterscheldet soll
‘diese erst ‘einmal vernachlas51gt werden.

Wle schon belm Verfahren von Kull beschrleben1 berechnet

, fman mlt Hllfe der Glelchung (2) eine neue elastlsche Llnle

. ¥pyq1 » Die P-te Ndherung fiir die krltlsche Frequenz erglbt f;
sich dann nach S t 0 d o} 1 a aus der 3921ehung

5’P+1 h : _ -
Die rlchtlge Dlmen51on der rechten Seite dieser Glelchung
kommt durch dle schon .zahlenméssig elngesetzte Hllfsfrequenz
w, =-1-sec T zustande. Die’'stelle h izt etwa in der Mltte dex

Welle zZu wahlen, ‘wo dle grooste Durchblegung auftrltt



a 0 =

\

: ’ ' ¥
Welohen dle elnzelnen Verhaltnlswerte —2¢$—~ °tark voneln—

"ander ab, 1st elne Wlederholung der Recﬁn&ﬁé angebracht,A

wobei die Blegellnle y?+1 den Ausgang bildet, Mit ihr wer-

den die neuen Fllehkrafte PP+1 berechnet die Wlederum '
,

y d1e Blegellnle yP+é Zur Eolge haben.‘,

3 Glelchung

- 5.,')'

,Nun soll d1e Kreloelw1rkung berucksmchtlgt werden. Auch

dann- gelten Gleichung (7) und Gleichung (8), JedOCh ist

~die elastlsche Llnle unter ‘dem Elnfluss sowohl der Flieh- -
kréfte Py ifals auch der’ Kre1Se1momente MK p,i. 2 bestim- - -
" men, Dle Kreiselmomente werden wie dle Fliehkrafte mlt 4

der Hllfsfrequenz et pEds

berechnet, Man erhdlt sie aus der Gleichung

- MKP o= (ay - ”*Biyiv'i LAt (,9)'. Ly

/

'Bel der Berechnung der Lagerkrafte mussen nun auch die von
lden Krelselmomenten hervorgerufenen Réaktionen beruck31ch—
'tlgt werden° Dle Lagerxraft am’ Anfang einer zwelfach end—»

gelagerten Welle, PP B, berechnet 51ch Jetzt Ze B. aus der
y ,

S o_n f'f>_ - ‘_   n+1 i e |
, .?-‘Est §1n+ 1n 1+A...+ 1 )+ ? K P j
i i=@ e T | j=t (10>'-
i Bl i S A DI I I R S
| Bt i 1,
, T T P e
;_; v 3 R Ry 3;1

jDie Bestlmmung der elastlschen Llnle geht vor sich Wle |
‘schon’ beschrleben, nur dass in den Uebertragungsmatrlzen‘

der Glelchung (2) dle MK P4 ungleich Null 81nd

Der P-te Naherungswert fir die kritlsche Frequenz erglbtv
sich auch hler aus - Glelchung (8) '

fDéSV?Z(;iVerféhren"von'G ram mVe‘l-; sf"'” .

E Das y2 - Verfahren von G r am m e 1 1st elne Welterent— e

'WLCkIung des Verfahrens von S t o d o l a, be1 .der dle ,
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“Abhanglgkelt deu Drgebnloses von der Wahl der. Stelle n durch
. eine Mlttelwertblldung beseltlgt 1st “Dangch’ erglbt sich die
P-te Naherung fur dle erste’ krltlsche Frequenz g

dad - e o
]Z nj I, U
o =1 ' % Lo
U‘)P - il n+1 ‘ 7 » £  0 ) ) . (11)
| P 7% W23 P I
5 , |

‘VDa jedoch die AuSdruuLG my yP 5 ‘genau wie die nach Glelchung
(7) zu berechnenden PP ‘Qie Pliehkrifte bei der Hilfsfre-

‘ quenz: wo = {1 -sec = darstellﬂn, fuhre 1ch dlese Fllehkrafte in’
7Glelchung (11) eins = ~ : S :
; o : n+l T TR iy i S5
R T P T SRy - | .
o V | Z 2J TR, EERAIEE sonll E e LT
- 2 \ b L= J.]:: ‘ ’ : ‘ ' ‘_ﬁ &
 Das‘§ - Verfahren 1asst 31oh auch auf mehrfach gelagerte Wel-

len anwenden. Dle Berechnung der elastlschen Linie wird dabei
aber ziemlich umfangrelch ‘Da es sich. um ein statlsch unbe—“‘
/~st1mmtes System handelt, kann man die Auflagerkrafte nlcht
vorher ermitteln und muss deshalb den Rechengang an Jeder La—
lgerstelle unterbrechen.

Vom Zustandsvektor 21 31nd nur zwei Elemente aus den Randbe-'

dingungen am Wellenanfang zu bestlmmen. Die beiden anderen. “
» v
bleiben als Unbekannte ir der Rechnung.,Elne davon lasst gloh.g b

~an der- nachuten Lagerstelle aus der Bedlngung, dass ;dert. dle
: Durchblegung gleich Null sein muss, ausrechnen. Man bekommt
Jedoch gleichzeitig mit der Lagerkraft eine neue Unbekannte £

in die Rechnung, die sich.an der nachbten Lagerstelle bestlm-""

men li#sst, Jedoch auch die hier auftretende neue Lagerkraft ’
1st unbekannt Erst am Ende der Welle stehen zwei Randbedln--,“
gungen zur Verfugung, aus denen man. beide- Unbekannten bestlm-'

men kann.

Der P- te Naherungswert fur dle krltlsche Frequenz erglbt 51ch
wieder aus. Gl@lchung (12), - " a B o ® . * v
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'Dle Beruck51cht1gung del Krelselw1rkung ist belm ygv- Verfah-‘
ren recht. kompllzlert denn‘man muss Durchblegung und Nelgung

der Welle sowohl’ 1nfolge der Fllehkrafte als auch unabhanglg | .

.davon 1nfolge der . Krelselmomente bestlmmen.'

Bei der Berechnung des P- ten Naherungswertes flr die kriti-
sche. Frequenz geht man von den aus der vorangegangenen Durch— '
.rechnung bekannten Blevellnlen Ip und QP ‘aus. yP ist unter :
~dem alleinigen. Einfluss der Fllehkrafte,'7I,unter dem allei-
nigen Elnfluss der Kreluelmomente bestimmt, Der. Berechnung

der Fliehkréfte unid Kreiselmonente wird die aus der Ueberla-
gerung der beiden Blegellnlen Yp und.72P resultlerende ‘Biege= .

linié: zugrunde gelegt Zur ersten Durcnrechnung muss eine mit- . .

\‘den Randbedingungen 2u verelnbarende elastlsche Linie ange- . -
nommen werden, . - ST :
Die Fllehkraftewerhélt’ﬁan-éntspreéhend‘Gleichung (7) aus'
Py .= L a 2l L ( )+ (y + ];
;1% 8] $1-1%1=1 i 3’1»11 ’2?11 372,41 ’Z:el

2 :
BT, L [ 503 1+72P,1)+ 3(3’9 1+1“?1> 141 {]} (13) ;
"Die Krelselmomente ergeben q1ch aus. der Glelchung ‘ |

Mgpy = ey =) By Gyparpy) - 0 (14

'Die Durchbiegungen und Nelgungen werdeh in der schon be-
schriebenen Weise nach Glelchung (2) berechnet Be1 -dexr Be—_,
: stlmmung von yP+1 i ~und yP+1 i sind die’ Krelselmomente

S M ’ bei der’ Berechnung vonva+1,i.und.7Eq4,l die Krafte ‘

K P,i
B glelch Null zu setzan,

P,i «
Die P te Naherung Tiir dle krltlsche Frequenz erhalt man nach
G ramm e 1 bei Beruck51cht1gung der Kre15€lW1rkung zu :

g ¥ O S G al o ’ e . P {




E
g -
1l

e D (yP J+QPJ)?P+1,J»

g e e o s oL 3=
V302,548, 50920, 5| | 2

. o Ry E 'lmj(fVP,j 72,30 Yee1,3

3=1

i

(15)

"Fihrt man in diese Glelcbung die schon bekannten Fllehkrafte

6.)

und Kreiselmomente ein, lautet sle e BT
. ( _ 0 n+ R £ b 2
qf e il Pp,3e,4* 72,30 |
- . J: ] e . . . . Ay, * = .
WpT TR n+1 , BEl. o T (16)
s Bp 4T,y 2 Fp,39P+1, IuK 5 1’2P+1 1

Das Verfahren‘VOn Z e r k'd w i‘f z

In den Fallen, in denen andere Verfahren wegen fehlender

Konvergenz bei uberhangenden Wellen veruagen, ‘kann man die-

erste kritische Frequonz ohne Beriicksichtigung der krelsel- .
w1rkung nach dem Vprfahren von Z e r k owi tz bestlmmen» i

Es soll zuerst eine einseitig ubbrhangende Welle betrachtet

| Werden. Die Bercchnung der Kriafte an den Intervallgrenzen~ ERIE
erfolgt“w1e beim Kull'schen Verfahren nach Glelchung (3)__:,;;:'
iy ——— 2 b : . ) s g T N ; e
xs/u 7_" I T R A
| 2, <= gt [Pmee Pues [P | Bued O
S e - PN L 6 R O I S R I R T |
. aP-" - SR m+2 m+3‘<x:'n n+1 i
i A e s Pl P ‘ il i
; 1’ k_“z 13 . ')m, m+1 —-—-:- q.-m+3 :
x4 s fb
S',X x EE S '
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Dann fasst man dié/durch das Lager getrennten Krifte zu zwei

Kraftegruppen‘/u und 'v zusammen und‘bestlmmt den Schwerpunkt

\ jeder Kraftegruppe aus den Glelchungen e R

m ,
Ef‘;i: P, (11+ 12+ ...+ 1J 1) | i

O ERRLET 'ji::é_t‘  AETE

i = T

} :h¥1' | -f e
N | ; 2, (1 + 12+ ced 1J s me L mar
B e
. ‘ Pj{ 3
' j=mt2
Dabel zahlen ' und\xsp' vom Wellenanfang.'\ N

s
/ “
Es sind jetzt die Intervalle Zu ermltteln, in d1e die Krafte-““
schwerpunkte: fallen, sowie die Entfernungen 1 von - den_entr
sprechenden Intervallanfangen.- ' ' :

Belm Verfahren von Z e r k owit z mussen zwei elastische:
Iinien bestlmmt werden, eine unter der alleinigen Wirkung- der: - :

Krifte der Gruppe / und eine unter der allelnlgen Wirkung . derﬁg
Krédfte: der Guppe W Um zZu kennzelchnen, 1nfolge welcher Krafﬁ.i

‘ tegruppe dle Durchblegungen zustande gekommen 81nd, erd die
Bezelchnung /u oder Y als Index angehangt.

Die Berechnung der elautlschen Llnle erfolgt wie - schon.be-g
schrieben,: ‘wobei . e1nma1 die Krafte ‘der Gruppe /u und elnmal
/dle der Gruppe » glelch Null Zu setzen s1nd. ' &P

An den Schwerpunkten w1rd d1e Durchblegung nach Glelchung (1)

bestimmt, Dabei ist fir kl _ 13._X elnzusetzen. Zur. Bezelchnungs~a
weise sei gesagt dass ZsBy J w,v. ,'
Schwerpunktsstelle der Kraftegruppe /u 1nfolge der Belastunggf

\~durch die Kréfte der Gruppe Y- ist,..

dle Auslenkung an .dexr

‘ Sind dle Auslenkunppn filr beide Belastungsfalle bekannt, er—. "
 gibt sich nach Z erkowitz dle‘krltlgche Frcquenz ZU
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Darin.bedéﬁtet' | - i ‘ :. |
m Cra \ ) n+1 ( T ey ')( s e & g p ,
SSE s atAYy *- iy N 7 B, y y Y5, atYs
oy 3773 3 /u 2V \: /u J\’ /u J sV
P =d=2 ‘ j=m+2
o SR ' ">"§”ﬂ*rf( g s)
bt =0 +AY +
oo S—?J(:\'(J,/u' Tiw’™ o 73095, Y ya,\’
’ j=2 ' 3-m+2
o e ‘ ~ | (20)
A 1st e1n Formbelwert den man aus der Glelchung '
' £ % . \_‘! = "1“‘2' iy T
- - \ # € o ; o 3
(y u /u yv\,v,)f ,_\j(y/u,/u Yy, t ‘4‘ y/u,vy\,.,/u
A= — ' ' T —*  (21)
o R 20
erhélt. =~ - Fer & m SR

Bei der Anwendung des Verfahrens auf eine beldseltlg uberhangende

Welle ist” ‘analog vorzugehen. Man bildet drei durch die- Lager ge~
trennte Kraftegruppen, Ay /u und vV und bestlmmt 1hre Schwerpunk—
te,: ‘

4

I
Sy x 1 L
ST B S m+1
1 4 1 %

1 e 2 1 ‘“'"*“m+f
\ | Aw ) )4)> 1+2 ; o Z:>
i APy P, P 1+1 e w3 B

i . ' v

S —_—

Dann ist die Berechnﬁng von drei Biegélinien”érfofderlich,’éiné*
unter der erkung der Kraftegruppe Ay eine infolge der Krédfte-
'gruppe /u und eine dritte unter dam Ewnfluss dexr Kraftegruppe
V. Die Krdfte der belden nicht zu beruck51cht1genden Gruppen '
sind gleich Null zu setzene
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D1e krltlsche Frequenz erhalt man W1eder aus Glelchung (19)
f bedeutet hier Jedoch A :

k]

ZP (prJ 3 yJ /u+"1’y3 v )(yJ ,\+ ya /u yj,\, )
£, < ELL ‘

Zp (W o yJ +\p’y:J 0. )+ S

IIl

i= 1+2 o : '

A

™~ e o000

. iy Z E; v_(wa A* ya /u 11"ya v RE o 3550 .
ey gk | g b s g
2 T (q’ya >\+ ya /u“f’ya v )(y yj,/ * e ) Ly

wEa -.m+2 S ) . « "
W e B 35, n+1 : . S . & = ’ 0 : (22)

R PR, L) Js A / ‘1! 3‘,\{ | R I

3~m+2

i

¢ und \'e 31nd Formbelwerte. Man berechnet s1e aus den Glel-j -

e Y T
& . » -%'

Chungen e YA v A,/u /u.w yA,V y/u,/u o |
e . e (23)
Tod 7y 35 = 245 75 T b v ules o -

”Of./u"" + ?\ A /U\’ Ay / )‘ S

:

‘_.---..a

:yo»ist aus'deffkubischen Gleichung Tf’,fif‘ "y fF«~“d A

Vol ™ A1 T + Ag¥q 2743 = 0.n (25)

zu bestimmen.mit

RN T SR SR et o




'_.17,;1,
:'y?\t, ?\y/u,/u"' y)\,?\.y\)f,\):-' * /u,/uy ,\) y?\,/uy/v. 7\

A3— ;,f}\, Ay/U,/uy‘V:-,V /u, }\y}\ v y\) /U. y\? }»y}\,/u /u,\?-

y?\ Ky/u v J \),/U. /u,/uy)\ NERARN }\. y\) ,\? y?\,/uy/u, .
‘ ' (28)
‘Das Verfahren. lagst u1ch auch auf zwelfach endgelagerte
und mehrfach gelagerte Uullen anwenden. Doch erfordern- in
diesen Fédllen die schon becchriebenen Verfahren einen er-
heblich gerlngeren Rechcnaufwand

Es 1st uberhaupt elne besonderg fur die. numerlsche Berechnung
der Durchblegung unangenehme Eigenschaft des Verfahrens von
Zerkowit z, dass man die Auglenkungen an den Krafte—v'
schwerpunkten ‘braucht. Diesc Punkte 1legen nicht von vorn~ :

~herein fest ‘und man kann sie daher nicht in d1e Intervall-’.
eintellung der Welle elnbez1ehen. Das hat verschledene Ne-‘

f'benrechnungen und die Unterbrechung des. Rechenganges an

_den Schwerpunkten zur Folge. Ein weiterer Nachtell dleses
Verfahrens ist, dasu man fixr elnseltlg und beldseltlg
uberhangende Wellen ZWOl verschledene Programme braucht.‘

Bei der. Beruck81cht1gung dleser Umstande grelft man - V1el—
 1GlCht dooh vortellhafter auf d1e RestwertVerfahren Z2U-
rick,

A ETE ¢ /
7.) Das ‘Verfshren von T r a e n k 1 e

| Béim Verfahren von Tif a'é n,k L e»handelf'es sich um ein
Iterationsverfahren, das sich zur gemeinsamen Bestimmung
der beiden ersten biegekritischen Drehzahlen von zwei und
-mehrfach gelagerten Wellen eignet, Es ldsst sich mit und
 ohne Berﬁcksichtigung der Kreiﬁelwirkuné durchfﬁhren;

Die KrelselW1rkung soll zundchst zu’ vcrnachla351gen sein,

Der Berechnung: des 'P-ten Naherungswertes Fiir dle krltlsche

Frequenz werden je eine Blegellnle erster und zwelter Ord-
- nung,. yA P und yB P ,.uugrundo gelegt, Fir die erste
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'-Durchrechnung 31nd sig den Randbedlngungen entsprechend anzu-
nehmen, Bei’ den Iteratlonen brhalt man s1e aus dem vorangehen—"
den Rechengang. Es Werden die Fllehkrafte PA Pi. und PB P
aus Glelchung (7) ves timmt und mit 1hnen nach Glelchung (2) in
bekannter Welse Je elne Blegellnle erster und zweiter Ordnung,
\ya P und yb P 5" ermlttelt ‘Aus’ den hun vorhandenen viet elasti-
schen Linlen‘s1q§ slnlce Summenausdrucke zu berechnen, namllch

“A a, P E:nlyA P ya,P

AbPz'-é_meAPybP

LS R 4g,5,2 = B 5,3 Yp,P
e s e 1Y
J : L)’A.,‘A,ZI? . 2_‘,m yAf,P ‘ o o
2 ‘- _ - s \ ". . i | ‘ l .

Y_ ,.‘-‘3_‘ ‘AI‘*‘ ) N ' BB B ? o, }w"m yB’P\ B
Werden dle bekannten Fllohkrafte in dleSb Glelchungen elnge—: -
fuhrt, erhalt man,

‘aA;ayE: ?A:ij ya‘:PJ_ i

L - e

afBibﬂ? = PBiP;j »yb,P,j | : v : s M
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‘Nach T r aen k 1 e berechnet sich: dle P te Niherung fir die
krltlschen Frequenzen erster und zwelter Ordnung zu

N

1 ! b g T d
, \ P °p o (30)
05,2 2 +.&‘\le _4aPP (31)
mit
2

k]

8p = % a,p %B,b,2 " %i,b,P

B

Pi=““A'a“P B, B P'f “B Jb,? B

4,4,2 " 2°‘A o, “a,B P,(32)

_ g B |

BA £/2 BB 3, P ',BA,B,P,

Sdll kelne weltere Iteratibn‘durchgefﬁhft_Werden,gkann;maﬁ"
die Rechnung hler_abbrecheh; anderenfalls sind noch die bei-
den Biegelihien“zu‘ermitteln,'die den Ausgang flir die n#chste

Iteratlon bllden.4Man erh&dlt 51e aus den Glelohungen

i “YyA;P+1,i,=_ya,P i * AA-P Yo,B,i. (33)
VB P+1 o KB P ya P,i * Yp,p,i . v,.,f???u - g
['Die Formfaktoren K undvAB P bestimmen'éich“zu; .
a ] . . a p o PP I“
W g B | 7 “ Ol gk e T g
. T b, P Wy, P -~ °A,B,P . . FIEN ]
)} =5 “B b JB9 P B,B,P . -
' o ‘ g 2 —:B f -» L B
Moo= B Baly BB L (36)
’ %\,a,P “B,P T Pa,apo. T o

Falls man cine ’bntrblle‘fﬁr‘dic'Gﬁte der}Néhérung’zu.haBen'
wiinscht, sind zwei weltcrc olastlbche Llnlen aus den belden‘
Glelchungen ; . ] 5 % "-»%3*

¢

Ya,2,4 = M,P B,2,1" V4,1 S s



_ 20 -

ys P,i = 'B,P yA P,i VB P,i "(38)

zu berechnen. Fur - exakte Frequenzen und.. Auslenkungsformen gilt
an allen S‘tellen i : - ,

& y 5 , ’ N "'Y . » '/
2 _teRd (39)

Yap.a - T ‘
2 Japs (40)

Welchen die einzelnen Verhdltniswerte stark voneinander, ab,,~
ist elne Wlederholung des Verfahrens angebracht Den Ausgang
bilden dabei .die Blegellnlen a, P+1 und YB,P+1° Das Verfahren '
konvergiert Jedoch sehr rasch und seine Genaulgkelt 1st 80 2
gross, dass bei gut gewanlten Ansatzfunktlonen eine Iteratlon
V1e1fach unterblelben kann, ‘

Nun soll dle Kreloelw1rkung beruck51oht1gt werden. Dazu
‘braucht man von den beiden elastischen Linien yA P und yB P
auch dle Nelgung an dnn Intervallgrenzen, yA P, i‘und yB P, i ¥

. denn ausser den Fliehkrdften PA ,P,i und PB P,i. nach Glelchung
(7) mussen die Krelselmomente MK AR, i und, MK B,P,i ‘nach Glei-
chung (9) berechnet werden. Die Bestlmmung der Blegellnlen .

Ya, p und Yy, P’undderen Neigungen y!

a,P,i und yb ?,i erfolgt mit

Glelchung (2) unter glelchzeltlger Bcruck81cht1gung der Flieh- '
‘krdfte und Kreiselmom nte, Nebcn den Ausd*ucken von Gleichung

(29) sind hier die

' AYA,A,P = 2B

Ya,B,2 = 2B
Yp,5,p = ).B
" 6A:37P - }j‘B
IR =%EE:B
%,p,2 = DB

zu berechnen,

Summen

-
yA’Pg(q-4d) |
yo,p YB,p (a = 1)

¥4, . (d‘—”1) ‘J

VA, P,ya p (@ -1)

\yAPybP(q—1)+yByBPy P(Q“1)]

Fp T (L)
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}Nach Elnfuhrung der bekannten Krelselmomente lauten die Glel~
chimgen i . LFATE s gk ' 5 ‘

. ‘ 1 1 S S :. '
'YA,A;P = E : A.P,J ’A‘@,gf"

= Y

s
+
-

M
1

YA,B,P 5 K A P,u YJ'B,P;J'

.
fl

1

s
+

]
ad

V-YB,!B ’ P :_.=‘ MKB 2y 3. y:é % 1% .

Y
+
AN

on

P

©

g

]
PJ- ‘

I
—_
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' LI
MK A P,J Va,?,j

5 e
S

1 _ ‘ . n+1 . Y e
,[ Mg a,2,5 70 P,J zi; MK B P,g ya,P,J] B
=1 > . j— ¥ s x5 : .

e

Bag o
i
N}

~

1

M C T o e AT TR A T
1 K~ByP,J‘yb?P,J o e

5 e
+ -

e

: Dle Frequenzen erhalt man w1eder ‘aus Glelchung (30) und Glel-‘
chung (31) Die Grossen ap, bp und ©p haben hler jedoch nlcht
“die Bedeutung von Glelchung (32), sondern crgeben'51ch aus ;

.2
~A, b P

: aP_? A8, P 2B,B,P T & \
P27 Bx,0,0 PB,B,2 195,02 PAA, p - ZaA b2 by, B2 (42>
2 ) :

= bA A P bB B,P T A B,P

28,8, T:%,a,2 " S48,

Wiga g aA b,P T "Ab,2 T 0k, B
, b BA,A‘,P YA A Pw P, ot - Tihl

= *4,B,P YA B P&;T"'f
B,B,P B,B’P 'B’B’P
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 ‘Neben'den mit- Gleichung'(BB)"und Gleichung (34)‘bestimmba-§a./

ren Durchblegungen niissen fir die folgende Iteratlon auch;¢

- die Neigungen berechnet werden, Man erhalt sle aus

+ A

yA,*+1,1'='ya,P-i My, P Vb P 1~~f  ‘uJ R L7

/

YB,P+1,1 = B,P ya,P,l - Ty Bl e (45)

Die Pormfaltoren AA’P“und 3B’P,besfimmt.man hier zu

: - ra ' w -.b vy . N .
}\A 'P 2 o Ayb,Pl A"'P.Z AlBLP e : ‘ (46) ‘
‘ [) : e 5 _ .
23,52 “4,2 T BB, . .
: é R 2 _ b‘ o _ |
"K ) s A’;B!P B’P ‘A.’-B,P -.. (47)
DE a ey oC e B : " P

Eine Kontrolle der NWiherungswerte ergibt”sibh'wieder mit

’Glelchuhg (39) und Gleichung (40), nachdem man die ;Durch-

 biegungen' ya P,i und Y5,P,1 nach Glelchung (37) und Glei—(a

8.)

'ZusammenfESSung

chung (38) errechnet hat

s

@Von den behandelten Verfahren besitzt keins die Allgemeln-,
gultigkeit eines Restwertverfahrens, bei dem man mit’ einem
‘Programm Gamtllche blegekrltlschen Drehzahlen bestlmmen :

kann.

Dle Bereohnunﬂ der ersten blegekrltlschen Frequenz zwe1~f;§ﬂ
fach’ gelagerter Vellen 1asst sich am. elnfachsten nach dem . -

- Verfahren von K u 1l 1 durchfuhren. Handelt es s1ch um end~:

gelagerte Wellen, liefert es dié Freéquenz- recht genau. Bei

~ Wellen mit uberhangenden Enden ist die Genauigkeit zwar ger

ringer aber fiir viele Falle noch ausreichend. Die Krelsel-,‘
wirkung kann in elnfacher 76156 beruck81cht1gt werden.

*

CMit dem y2 . Verféﬁfén von G'r am m e 1 erh#lt man nicht

nur dle erste krltlsche Frequenz, sondern auch die dazu~, Gy

3

\ gehorlge Auslenkungsform. Da, es 51ch um-ein Iterations-

verfahren handelt 1aust SlCh beldes mlt belleblger Ge-

.....

,'2!\:"
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gut, daSS'Selten mehy als eine Iteration'erforderlich ist. Das
Verfahren 1l#sst sich bei zWei~ und mehrfach gelagerten Wellen
~anwenden, doch steigt der ReChenaufwand bei mehrfaCh'gelager-
-ten Wellen an, so dass man gegenﬁber den Réstwertverfahrenkkei~
ne Vereinfachung mehr erzielt, Die Beriicksichtigung der Krei-
~ selwirkung ist komplizierter als beim Kull'schen Verfahren, -

Das Verfahren von Z er kowit z kann bei zweifach gelager-
ten Wellen mit uberhangenden Enden verwendet werden, wenn an—
dere Verfahren wegen fehlender Konvergenz versagen. Doch es ist
wie schon im Kapitel -6 beschrieben wurde, fir dlgltale Rechen~-
) automaten nicht gut geelgnet. Man benutzt statt dessen besser
ein Restwertverfahren.

Das Verfahren von T r aen k1l e liefert sowohl die erste als
auch die zweite krltluche Frequenz durch Iteration mit belie-
blger Genauigkeit, lMan erhalt dabeil glelchzeltlg eine Naherung
fiir die ersten belden Auslenkungsformen. Die Krelselw1rkung :
kann berucks1cht1gt werden, Auch diesem Verfahren sind be1 '

’

: mehrfach celagerten Wellen die Restwertverfahren uberlegen, da

der Rechenaufwand ZUu gross W1rd.

Abschllessend kann gesagt werden, dass das Verfahren von K u d
-das y2 . Verfahren von G r amm e 1 und das Verfahren von
T-ra enkle bei zwelfach gelagerten Wellen gew1sse Vere1n-
fachungen gegeniiber den Restwertverfahren bieten kinnen,
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